Der vorliegende Sammelband ist im Jahr der Mathematik 2008 entstanden.
Urspriinglich waren die einzelnen Artikel nur zur Veroffentlichung in der Ta-
gespresse gedacht. Doch waren die Beitrage so interessant und lesenswert,
dass die Idee sich geradezu aufdrangte, diese Artikel in einem Band zusam-
menzutragen und damit einem breiteren Leserkreis zur Verfigung zu stellen.
Ich freue mich, dass Herbert Henning diese Anregung auf sich genommen
und der Miihe der Herausgeberschaft unterzogen hat.

Diese Beitrdge, Uiberwiegend von Wissenschaftlern der Fakultat fir Mathema-
tik an der Otto-von-Guericke-Universitat verfasst, vermitteln einen imponie-
renden Eindruck von der Vielseitigkeit und Praxisbedeutung der Mathematik.
Abstrakt wissen wir das alle, im Einzelnen und ganz konkret ist es dann
meist faszinierend und haufig verbliffend, wozu mathematische Problemlo-
sungen in vielen Bereichen flhren. Die Mathematik, hdaufig und zurecht als
reine Wissenschaft apostrophiert, ist zugleich in vielfdltiger Weise anwen-
dungsbezogen. In vielen interdisziplindren Forschungsfeldern, wo ein beson-
ders groBRer Erkenntnisfortschritt erwartet wird, ist nicht selten die mathema-
tische Theorie die Grundlage des methodischen Vorgehens.

Es ist zu hoffen, dass die Lektiire dieses Bandes die Motivation verstarkt, sich
mit der Mathematik zu beschiftigen und junge Menschen animiert, ein Ma-
thematikstudium zu beginnen. Da kann man eigentlich nichts falsch machen,
und am Ende des Studiums stehen einem (fast) alle Wege offen.

Dieser Band ist ferner geeignet, die Frage, wo man Mathematik studieren soll,
zu beantworten, ... natlirlich an der Otto-von-Guericke-Universitat Magde-
burg.

Viel Freude bei der Lektiire!

£ .

_—

Prof. Dr. K. E. Pollmann
Rektor



Vorwort

2008 war das Jahr der Mathematik, in dem die Mathematiker in ganz
Deutschland auf vielfaltige Art und Weise ihr Arbeitsgebiet in die Offent-
lichkeit getragen haben. So gab es auch in Magdeburg eine Vielzahl von Ak-
tivitaten, die grofles allgemeines Interesse fanden. Unter ihnen insbesondere
die Reihe Der mathematische Blick, eine Folge von Beitragen der Fakultit
fir Mathematik, in denen einzelne Gebiete der Mathematik monatlich in
der Volksstimme vorgestellt wurden. Die Bandbreite reichte von der Reinen
Mathematik, also abstrakten Strukturaussagen, bis hin zur Angewandten
Mathematik, die sich mit dem L&sen von tagtéglich in der Praxis auftre-
tenden Problemen beschaftigt.

Eine kleine Fakultat wie die in Magdeburg kann natiirlich nicht alle Ge-
biete der Mathematik mit Experten abdecken. So wird manches Wesentliche
nicht angesprochen. Trotzdem haben wir versucht, ein moéglichst breites Bild
vom Wesen der Mathematik zu zeichnen. Der interessierte Leser wird in
vielen der Beitréige auf Uberraschendes und Unerwartetes stoen. Manches
wird vielleicht anders sein, als man es vermutet hat. Neugierde wird geweckt.
Gerade dies macht die Mathematik so spannend und interessant.

Die hier zusammengestellten Artikel geben in iiberarbeiteter Form im
wesentlichen den Inhalt der in der Volksstimme erschienenen Beitrdge wieder.

Die Fakultat fir Mathematik wiinscht allen viel Freude und Unterhal-
tung beim Lesen.

Dekan
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Von der Schwierigkeit, Kugeln so dicht wie moglich zu verpacken

Kugeln, Keple

Seit dem Jahr 2000 veranstaltet das Bundesministerium fiir
Bildung und Forschung zusammen mit Partnern die Wissen-
schaftsjahre. 2008 erklirte es zum ,,Jahr der Mathematik*.
Durch eine Vielzahl von Veranstaltungen und Initiativen soll
deutlich werden: Mathematik ist Uberraschung, Abenteuer
und Experiment. Professoren der Fakultiit fiir Mathematik an
der Universitit Magdeburg werden das in einer Beitragsreihe
in der Volkstimme veranschaulichen. Wir starten heute mit
dem Problem des effektiven Stapelns von Kugeln.

Von Prof. Dr. Martin Henk

Es begann alles ganz harmlos
und unverfanglich, vor sehr,
sehr langer Zeit. Im Jahre 1611
veroffentlichte der Astronom
und Mathematiker Johannes
Kepler (1571-1630) ein Biich-
lein mit dem Titel ,,Vom sechse-
ckigen Schnee“, das er seinem
Freund und Mentor, dem Prager
Hofrat Wackher von Wackenfels
als Neujahrsgeschenk widmete.

Kepler entwickelte darin fir
die damalige Zeit kithne Ideen
zum Aufbau der Materie und
untersuchte unter anderem
verschiedene in der Natur auf-
tretende Formen und Muster.
Darunter nicht nur Schneeflo-

Wissenschaftsjahr

cken, sondern auch die Kerne
von Granatédpfeln, von denen
sehr viele auf sehr geringem
Raum gepackt sind.

Dies fiihrte ihn dann zu der
Betrachtung von verschiedenen
Anordnungen gleich grofler
Kugeln, und er fragte sich,
welches wohl die beste, 6kono-
mischste, dichteste Packung
von Kugeln ist. Dabei verste-
hen wir unter der Dichte einer
Packung, den Anteil des
Raumes, der von den Kugeln
uberdeckt wird. Hat zum Bei-
spiel eine Packung die Dichte
0,75, dann werden 75 Prozent
des Raumes von der Packung
ausgefiillt, auf 25 Prozent des
Raumes befinden sich folglich
keine Kugeln.

Zurtick zu den Granatéapfeln.
Die Anordnung der Granatip-
fel entspricht nun einer Kugel-
packung, die heute als die fcc-
Packung bekannt ist. Sie ist die
nattirlichste Anordnung von
Kugeln, die man sich vorstellen
kann, und man findet sie bei je-
dem Obsthéndler, der seine
Orangen oder Apfel stapelt.

Mathematisch exakter lasst
sie sich wie folgt beschreiben:
Zunachst wird eine Grund-
schicht von Kugeln konstruiert,
in der jede Kugel von sechs an-
deren Kugeln bertihrt wird. Da-
durch entsteht eine sogenannte
hexagonale Packung. Anschlie-
Bend wird eine Kopie dieser
Schicht auf die Grundschicht
gelegt, so dass die Kugeln in die
Liicken der Grundschicht fal-
len. Dieses Stapeln setzt man
nun immer weiter fort.

Die fce-Packung findet man
hiufig in der Natur, zum Bei-
spiel kristallisieren sich zahl-

reiche Kristalle wie Gold, Sil-
ber und Aluminium gemal
dieser Anordnung. Ihre Dichte
ist recht hoch, sie betragt un-
gefahr 74 Prozent. Sie ist aller-
dings nur eine von unendlich
vielen Packungen mit dieser
Dichte. Kepler war nun tber-
zeugt, dass es keine Packung
mit einer groBeren Dichte ge-
ben kann, und damit war die
beriihmte Kepler-Vermutung
geboren.

Seither hat dieses Problem
viel Aufmerksamkeit auf sich
gezogen. Viele Helden der Ma-
thematikgeschichte haben sich
damit beschaftigt: Carl Fried-
rich GauB 16ste den Spezialfall
der Gitterpackungen. David
Hilbert nahm es
in seine legen-
diare  Problem-
sammlung auf,
die er im Jahre
1900 auf dem In-
ternationalen
Mathematiker-
kongress in Paris
prasentierte.
Aber ein umfas-
sender  Beweis
dieser doch so offensichtlich
richtigen = Kepler-Vermutung
war lange Zeit nicht in Sicht.

Im August 1998 kiindigte der
amerikanische Mathematiker
Tom Hales an, dass seine mehr
als siebenjéhrigen Untersu-
chungen zur Kepler-Vermu-
tung erfolgreich zum Abschluss
gekommen seien. Allerdings
beruht der Beweis von Hales
sehr stark auf Computerbe-
rechnungen, und zwar in einem
fiir mathematische Arbeiten
nie gekannten Umfang.

Die Begutachtung der Arbei-
ten von Hales durch Experten
hat daher auch mehr als funf
Jahre gedauert, und letztend-
lich konnen auch diese Gut-
achter nicht garantieren, dass
alle  Computerberechnungen
korrekt sind. Und so bleiben
doch Kkleine Zweifel und die
Hoffnung, auf eine schoéne
computerfreie Losung.

Gehen wir noch einmal zu-
rliick zum Anfang unserer Ge-
schichte. Dort ging es um die
Kerne von Granatidpfeln und
davon gibt es nur eine endliche
Anzahl in einem Apfel. Bei der
Kepler-Vermutung haben wir
uns aber mit unendlich vielen
Kugeln beschaftigt. Somit
bleibt zu klaren: Was ist die
dichteste Anordnung einer be-
stimmten Anzahl von Kugeln?

Dies fithrt uns zu einem recht
jungen mathematischen Ge-
biet. Erste Berechnungen zu

endlichen Kugelpackungen
finden sich bei dem norwe-
gischen Zahlentheoretiker

Axel Thue (1863 -1922). Ge-
nauer gesagt, hat Thue sich mit
der entsprechenden Problema-
tik in der Ebene auseinander-

r, Kat

Volksstimme vom 1.03.2008

strophen

gesetzt, das heifit mit Kreispa-
ckungen. Eine Frage ist hier
zum Beispiel: Wie lassen sich
zehn gleich grofie Kreise (etwa
1 Euro-Stiicke) so anordnen,
dass der Flacheninhalt ihrer
konvexen (lat.: nach aullen ge-
wolbten) Hiille minimal ist.
Man kann sich dies so vor-
stellen, dass man ein Gummi-
band so weit auseinander zieht,
bis es die zehn Euro-Stiicke
enthilt. Dann lasst man es los,
und der Bereich, der von dem
Band begrenzt wird, ist die kon-
vexe Hiille. Der Flacheninhalt
einer solchen Hiille l&sst sich
elementar berechnen, und die-
ser soll minimiert werden. Das
obige Bild der Euo-Minzen
zeigt Ubrigens eine optimale
Anordnung von zehn Kreisen,

und aufgrund von neueren Er-
gebnissen aus dem Jahre 2000
kennt man auch fir fast jede
andere Anzahl von Kreisen die
bestmogliche Anordnung.

Was ist zum Beispiel mit 19
Kreisen? In diesem Fall reicht
ein Blick in den Magdeburger
Dom.

Die Anordnung der Kerne
in Granatdpfeln (oben) ent-
spricht einer Kugelpackung,
die heute als fcc-Packung
bekannt ist. Sie ist die natiir-
lichste Anordnung von Ku-
geln, die man sich vorstel-
len kann, und man findet
sie bei jedem Obsthéandler,
der seine Orangen stapelt
(Schema rechts).
Die Schale in der Hand der
Kaiser-Otto-Skulptur (li.) im
Magdeburger Dom ist die
optimale ebene Packung fiir
19 Kugeln, die dichteste fir
zehn Euro-Miinzen ist die
oben rechts gezeigte Form.
Abb.; flagstaffotos.com.au

Dem Volksglauben nach zeigt
die Skulptur den Kaiser Otto I.
mit seiner ersten Frau Editha.
Die Schale in des Kaisers Hand
beinhaltet 19 Kugeln. Sie sol-
len ein Symbol fiir die Him-
melssphére darstellen, sind
aber auf alle Félle optimal an-
geordnet.

Wie verpackt man sechs gleichgrofe Kugeln am effektivsten — in Form
einer Wurst (links) oder als Haufen wie in der rechten Abbildung?

So schon und attraktiv dieses
Problem in der Ebene, also mit
Kreisen, ist, so unzuginglich
und katastrophal wird es im
Raum mit Kugeln. Hier miissen
wir zundchst unser Gummi-
band aus der Ebene durch eine
elastische Hiille ersetzen, und
den zu minimierenden Fla-
cheninhalt durch das Volumen.

Das Bild links zeigt die kon-
vexe Hiille von 6 Kugeln, deren
Mittelpunkte alle auf einer Ge-
raden liegen und je zwei be-
nachbarte Kugeln beriihren
sich. Solche einfachen, linearen
Anordnungen spielen eine spe-
zielle Rolle in der Packungs-
theorie, und der ungarische
Mathematiker Laszlé Fejes
T6th (1915-2005) hat ihnen den
einpragsamen Namen Wurst

gegeben, da sie an eine unga-
rische Salami erinnern. Ob-
wohl sie so einfach zu beschrei-
ben sind, stellen sie in einigen
Fallen eine recht gute Verpa-
ckungsmoglichkeit dar.

Vergleicht man die Wurst von
6 Kugeln mit der daneben ab-
gebildeten oktaedrischen An-
ordnung von 6 Kugeln, wobei 4
in einer Ebene sind, dann hat
die wurstférmige Anord-
nung ein kleineres Volu-
men. Hitten Sie das
gedacht? Aber wel-
ches ist die beste
Anordnung von 6
Kugeln?

Wahrschein-

lich ist es die

Waurst, und die

Mathematiker

vermuten,

dass fir weni-
ger als 56 Ku-
geln immer eine
Wurst bestmoglich
ist. Beginnend mit
56 Kugeln sollen clus-
terformige Anord-
nungen (Kugelhaufen)
optimal sein. Diese plotzliche
Anderung der Gestalt einer op-
timalen Anordnung hat in der
Fachliteratur einen speziellen
Namen bekommen: Wurstka-
tastrophe. Zur Zeit ist man
aber noch weit davon entfernt,
diese Vermutung beweisen zu
konnen, was gewissermaflen
auch eine kleine Katastrophe
ist.

Auf den ersten Blick mégen
die hier beschriebenen Kugel-
packungsprobleme ein wenig
kurios und kiinstlich erschei-
nen. Aber das hier Vorgestellte

Zum Nachlesen

Als ein- und weiterfiihrende
Literatur zu der Thematik ist
das Buch ,Kugelpackungen
— Von Kepler bis heute” von
Max Leppmeier aus dem Jahr
1997 zu empfehlen, das zur-
zeit allerdings nur antiqua-
risch oder in der Bibliothek
zu haben ist.

Nur in Englisch verfligbar ist
das populdrwissenschaftliche
Buch zur Losung der Kepler-
Vermutung von George G.
Szpiro: , Kepler’s Conjecture
— How Some of the Greatest
Minds in History Helped Sol-
ve One of the Oldest Math
Problems in the World.

ist nur ein kleiner Ausschnitt
aus der Welt der Packungen,
die zahlreiche Anwendungen
inner- und aufBerhalb der Ma-
thematik hat. Ausgehend von
den Wiirsten zum Beispiel hat
sich eine Theorie entwickelt,
die sowohl bei der Industriean-
fertigung von isolierten mehr-
adrigen Kabeln Anwendung
findet, als auch hilft, optimale
Konfigurationen im Zusam-
menhang mit Kristallen oder
Microclustern zu erklédren.

Die Problematik der unend-
lichen Kugelpackungen wie-
derum ist eng verbunden mit
der Frage mnach optimalen
Codes. Dieser Aspekt fiihrt
auch zu einem anderen sehr
spannenden Kugelpackungs-
problem, dem sogenannten
Kussproblem, das auf einen
Streit zwischen Isaac Newton
(1643 —1727) und David Gre-
gory (1659 —1708) zurtickgeht.
Dies ist aber wieder eine ande-
re Geschichte.

Lesen Sie nichste Woche von
Prof. Herbert Henning: ,,Mathe-
matik, die man héren kann“
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MARTIN HENK

Es begann alles ganz harmlos und unverfinglich, vor sehr sehr lan-
ger Zeit ...
Im Jahre 1611 veroffentlichte der Astronom und Mathematiker Johan-
nes Kepler (1571 — 1630) ein Biichlein mit dem Titel “Vom sechseckigen
Schnee,,, dass er seinem Freund und Mentor, dem Prager Hofrat Wack-
her von Wackenfels (1550 — 1619), als Neujahrsgeschenk widmete. Er
entwickelt darin fiir die damalige Zeit kithne Ideen zum Aufbau der
Materie und untersucht unter anderem verschiedene in der Natur auf-
tretende Formen und Muster. Darunter nicht nur die im Titel ver-

sprochenen Schneeflocken, sondern auch die
Kerne von Granatépfeln]] von denen sehr
viele auf sehr geringem Raum gepackt sind.
Dies fithrte ihn dann zu der Betrachtung
von verschiedenen Anordnungen (Packungen)
sich nicht {iberlappender, gleich grofler Kugeln
(z.B. Billardkugeln), und er fragte sich, wel-
ches wohl die beste, 6konomischste bzw. dich-
teste Packung von Kugeln ist. Dabei verstehen
wir unter der Dichte einer Packung, den Anteil des Raumes, der von
den Kugeln iiberdeckt wird. Hat zum Beispiel eine Packung die Dichte
0,75, dann werden 75% des Raumes von der Packung ausgefiillt bzw.
25% des Raumes wird nicht von den Kugeln iiberdeckt.

Zuriick zu den Granatépfeln. Die Anordnung der Granatépfel ent

spricht nun einer Kugelpackung, die heu-
te als die fec-Packung bekannt ist. Sie ist die
natiirlichste Anordnung von Kugeln, die man
sich vorstellen kann, und man findet sie bei
jedem Obsthéndler, der seine Orangen oder
Apfel stapelt. Mathematisch exakter lisst sie
sich wie folgt beschreiben: Zunéchst wird eine
Grundschicht von Kugeln konstruiert, in der
jede Kugel von sechs anderen Kugeln beriihrt

Y

GRANATAPFEL

AUSSCHNITT DER FCC-PACKUNG

!Bildabdruck mit freundlicher Genehmigung von http://www.flagstaffotos.
com. au
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wird. Dadurch entsteht eine sogenannte hexagonale Packung. Anschlie-
Bend wird eine Kopie dieser Schicht auf die Grundschicht gelegt, so
dass die Kugeln in die Liicken der Grundschicht fallen. Dieses Stapeln
setzt man nun immer weiter fort.

Die fcc-Packung findet man h&aufig in der
Natur, z.B. kristallisieren sich auch zahlrei-
che Kristalle, etwa Gold, Silber, Aluminium
geméf dieser Anordnung. Ihre Dichte ist recht
hoch, sie betragt ungefihr 74%, bzw. ganz ge-
nau 7/ V18 = 0,74048... Sie ist allerdings nur
eine von unendlich vielen Packungen mit die-
ser Dichte. Kepler war nun iiberzeugt, dass es
HEXAGONALE SCHICHTEN keine Packung mit einer grofleren Dichte ge-

ben kann, und damit war die beriihmte Kepler-

Vermutung geboren!

Seither hat dieses Problem viel Aufmerksamkeit und Prominenz auf
sich gezogen. Viele Helden der Mathematikgeschichte haben sich da-
mit beschiftigt: Carl Friedrich Gaufl 16ste den Spezialfall der Gitter-
packungen, oder etwa David Hilbert nahm es in seine legendére Pro-
blemsammlung auf, die er im Jahre 1900 auf dem Internationalen Ma-
thematikerkongress in Paris préasentierte. Aber ein umfassender Beweis
dieser doch so offensichtlich richtigen Kepler-Vermutung war lange Zeit
nicht in Sicht!

Und heute? Im August 1998 kiindigte der Amerikanische Mathema-
tiker T.-C. Hales an, dass seine mehr als siebenjéhrigen Untersuchun-
gen zur Kepler-Vermutung erfolgreich zum Abschluss gekommen seien.
Allerdings beruht der Beweis von Hales sehr stark auf Computerberech-
nungen, und zwar in einem fiir mathematische Arbeiten nie gekannten
Umfang. Die Begutachtung der Arbeiten von Hales durch Experten
hat daher auch mehr als fiinf Jahre gedauert, und letztendlich kénnen
auch diese Gutachter nicht garantieren, dass alle Computerberechnun-
gen korrekt sind. Und so bleiben doch kleine Zweifel und die Hoffnung,
auf eine schone computerfreie Lésung.ﬂ

Gehen wir noch einmal zuriick zum Anfang unserer Geschichte.
Dort ging es um die Kerne von Granatédpfeln und davon gibt es si-
cherlich nur eine gewisse (endliche) Anzahl in einem Apfel. Bei der
Kepler-Vermutung haben wir uns aber mit unendlich vielen Kugeln
beschéftigt. Somit bleibt eigentlich zu kldren, was ist eine dichteste
endliche Anordnung von Kugeln. Dies fiithrt uns zu dem recht jungen

2Fiir schéne Losungen in der Mathematik sei auf ,,Das Buch der Beweise“ von
Martin Aigner und Giinter M. Ziegler verwiesen.
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mathematischen Gebiet der endlichen Kugelpackungen, dessen erste
Anfénge sich bei dem norwegischen Zahlentheoretiker Axel Thue (1863
—1922) finden. Genauer gesagt, hat Thue sich mit der entsprechenden
Problematik in der Ebene auseinandergesetzt, d.h. mit Kreispackun-
gen. Eine Frage ist hier: Wie lassen sich endlich viele (etwa 10) gleich
grofie Kreise (etwa 1 Euro - Stiicke) so anordnen, dass der Flicheninhalt
ihrer konvexen Hiille minimal ist.

Dabei versteht man unter der konvexen
E Hiille von z.B. zehn Kreisen, die kleinste konve-
. xe Mengeﬁ, die diese Kreise enthélt. Man kann
sich dies auch so vorstellen, dass man ein Gum-
miband so weit auseinander zieht, bis es die
Kreise enthélt. Dann ldsst man es los, und der
Bereich, der von dem Band begrenzt wird, ist
die konvexe Hiille. Der Fliacheninhalt einer sol-
chen konvexen Hiille von Kreisen ldsst sich nun
elementar berechnen (wie?), und dieser soll minimiert werden. Das obi-
ge Bild zeigt iibrigens eine optimale Anordnung von 10 Kreisen, und
aufgrund von neueren Ergebnissen aus dem Jahre 2007 kennt man auch
fiir ,fast alle“Anzahlen von Kreisen die bestmogliche Anordnung.

Was ist zum Beispiel mit 19 Kreisen? Nun in diesem Fall reicht ein
Blick in den Magdeburger Dom.

Dem Volksglauben nach zeigt die Skulptur
den Kaiser Otto I. mit seiner ersten Frau Edi-
tha. Die Schale in des Kaiser’s Hand beinhal-
tet 19 Kugeln. Sie sollen ein Symbol fiir die
Himmelssphére darstellen, sind aber auf alle
Fille optimal angeordnet. So schén und at-
traktiv dieses Problem in der Ebene, also mit
Kreisen, ist, so unzugénglich und katastrophal
wird es im Raum mit Kugeln. Hier miissen
wir zunéchst unser Gummiband aus der Ebene
durch eine elastische Hiille ersetzen, und den
zu minimierenden Fldcheninhalt durch das Vo-
lumen.

KONVEXE HULLE VON 10 KREISEN

HERRSCHERPAAR IM

MAGDEBURGER DoM

3Eine Menge ist konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch deren Verbindungs-
strecke enthélt.
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Das néchste Bild links
zeigt die konvexe Hiille
von 6 Kugeln, deren
Mittelpunkte alle auf ei-
ner Geraden liegen und
je zwei benachbarte Ku-
geln beriihren sich. Sol-
che einfachen (linearen)
Anordnung spielen eine spezielle Rolle in der Packungstheorie, und der
ungarische Mathematiker Laszl6 Fejes Téth (1915-2005) hat ihnen den
einpriagsamen Namen Wurstpackungen oder auch nur Wiirste gegeben,
da sie an eine ungarische Salami (weniger an ein Wiener Wiirstchen)
erinnern. Obwohl sie so einfach zu beschreiben sind, sind sie in einigen
Féllen recht gute Packungsmengen.

Vergleicht man die Wurst von 6 Kugeln mit der rechts abgebildeten
oktaedrischen Anordnung von 6 Kugeln, wobei 4 in einer Ebene sind,
dann hat die wurstférmige Anordnung kleineres Volumen - hétten Sie
das gedacht? Aber was ist die beste Anordnung von 6 Kugeln? Vermut-
lich ist es die Wurst, und die Mathematiker vermuten, dass fiir kleine
Anzahlen von Kugeln, genauer fiir weniger als 56, immer eine Wurst
bestmoglich ist. Beginnend mit 56 Kugeln sollen clusterférmige Anord-
nungen (Haufen von Kugeln) optimal sein. Diese plotzliche vermutete
Anderung der Gestalt einer optimalen Anordnung hat in der Fachlite-
ratur einen speziellen Namen bekommen: Wurstkatastropheﬂ Zur Zeit
ist man aber noch weit davon entfernt, diese Vermutung beweisen zu
kénnen, was gewissermaflen auch eine kleine Katastrophe ist.

Auf den ersten Blick mégen die hier beschriebenen Kugelpackungs-
probleme ein wenig kurious und kiinstlich erscheinen. Aber das hier
Vorgestellte ist nur ein kleiner Ausschnitt aus der Welt der Packungen,
die zahlreiche Anwendungen inner- und auflerhalb der Mathematik hat.
Ausgehend von den Wiirsten, z.B., hat sich in den 90’er Jahren eine
Theorie entwickelt, die sowohl bei der Industrieanfertigung von isolier-
ten mehradrigen Kabeln Anwendung findet, als auch hilft, optimale
Konfigurationen im Zusammenhang mit Kristallen oder Microclustern
zu erkldren. Die Problematik der unendlichen Kugelpackungen wieder-
um ist u.a. eng verbunden mit der Frage nach optimalen Codes. Dieser
Aspekt fiithrt auch zu einem anderen sehr spannenden Kugelpackungs-
problem, dem sogenannten Kufproblem, das auf einen Streit zwischen
Isaac Newton (1643-1727) und David Gregory (1659-1708) zuriickgeht.
Dies ist aber wieder eine andere Geschichte, die vor langer Zeit begann.

EINE WURST! OKTAEDRISCHE PACKUNG

4http ://de.wikipedia.org/wiki/Theorie_der_endlichen_Kugelpackungen


http://de.wikipedia.org/wiki/Theorie_der_endlichen_Kugelpackungen

KUGELN, KEPLER, KATASTROPHEN 5

Als ein- und weiterfithrende Literatur zu der Thematik sei das Buch
,, Kugelpackungen-Von Kepler bis heute“ von Max Leppmeier empfoh-
len, das aus mehreren Kursen entstanden ist, die der Autor als Lehrer
mit Schiilern abgehalten hat. Ein zur Zeit nur in Englisch verfiigba-
res popularwissenschaftliches Buch zur Losung der Keplervermutung
ist George G. Szpiro ,Kepler’s Conjecture: How Some of the Greatest
Minds in History Helped Solve One of the Oldest Math Problems in
the World*.

Mathematik ist nicht nur die Sprache der Na-
tur, sondern tmmer mehr auch die unseres
hochtechnisierten Alltags.

Martin Henk

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDBEURG, FAKULTAT FUR MATHE-
MATIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG
E-mail address: henk@math.uni-magdeburg.de

SFoto Uli Liicke, Volksstimme Magdeburg



Der mathematische Blick (Teil 2): Mathematik in Tonen

Wir wiirfeln

Mot bemasiik ist Uberraschumg,
Al ntener uma Experiment.
Frolessoren der Fakaltil Hir
Kot hematik an der lo=von-
Ginericho- Universitil Magde
by nehimen dis | Jahr der
Mt bhemaink” zoum Anlass um
dies in einer Beilragsreeibe mo
veranschaulichen. Im sweilen
Teil gehit es bt e v Wikefel,
Sphiiren, Froportionen - kure:
v Madbemaiik in T,

von Prof. Dr. Herbert thning

Seil es Musik gibi, spiclen
Zahben in thr eine grole Rolle
In der Kulturgeschichile sind
Zihlen und Rechrnen als die
klassischen Methaden  zum
essen und Ordnen der Welt®
bizirn Erschuflon von Musik an-
gewendet worden. Pythagoras
von Samas fum 3M v Chre) er-
Eannte, dass die Musik mathe-
matische Grimdlagen hat und
die Keonesenanten, [ntorevalle
Oktave, Quinte, und Quarte auf
cinfache Zablenrelativnen zu-
riuckzufilhmn sind. Das in
Agvplen swischen 10000 und

i v Chr. 2ur Sichontonleitor
weiler  cnbwickelte  pentato-
nische Tonsystem {(Funftombei-

tier] nakhim er als Grundlage sei-
ner Musikihearia,

Mach Pythagorms definienn
FZuhlenverhalinisse ,, Harmomis
und giittliche Eingicht*. Er ont-
dickls Zusammenhange =wi-
sohien den Grundbestandieilen
der  klingenden  Musik, den
Rhythmusstruktunen . Tonhdkuen
und Abstinden (= Intersallas
ewischen thnen, Dasu erfand er
das Monochonl. Es hestand aus
ciner Saite. die swischen wei
Elegen gespanmt war wnd mik-
s eines dritten Stegs auf ver-
schiedene Weise In rwed Thile
geteill wunde, =0 dass die bei-
den Saitenab=chniits j'\.' nsch
Linge immer wieder anders
Tenhithen erzeugen

[Fe Saitenleilung 11 ergikd
den Grundion, die Saitentel-
lung 1:2 die Okiave. 22 die
cruinte, 24 die Cuarte, THesa
drei grundlegenden Proparti=
oren aus den Zahlen 1, 2, 3
und 4, die die Harmonie in der
Muslk begrinden, bildeten for
Pythagoras die Grundlage sei=
ner Auffessung,  dess  das
JEittliche in der Well durch
cinfache  Zahlenverhilink=s:
beschreben werden kann, Es
beschraibt in der Musik die
-prihagoraische Stimmung®

~Musik ist eine
4 arithmetische
Ubung der Seele”

Zur Badeuiung der Propor-
tionen, von Mafl und Zahl ge-
hirte auch  die YVoerstellung,
doms die Planetenbahnen nach
harmontechen  Proportionen
grordnetl sind und dabei die
Sphirenmusik erzengen

Dher deutsche Astronom und
Fhysiker Johonnes  Eepler
[15T1 =16830) hat die [des der
Sphiitenmusik woller  ausge-
baul. Johannes Kepler ging da=
ok aus, dess peometiische Fi-
guren.  ,Gotles Gedanken®
waren und dags die Wahrhezit in
der Ephdirenharmonie liege. In
sinem  Werk | Hammonlees
mundi® (1618} begrmndele er
ek E-I.-lh-elr'ml"ll.'.l'l.lh.lr'lu Fwiachon
krmmischen, phy=kalischen
und mnslkalizchen Harmonlon

Er entdeckis, dass die Tages=
biigen ale Winkel, dor pro Tag
vom einer gedachben Verbine
dungslinle zwizchen Some und
Flanel dbersirichen wird, im
Aphel (sonnenformnstor Punki
auf einer elliptischen Plane-
tembahn) und im Porihel (son-
nenndchster Punkl) im Vers
halinie  den  barmonbschen
musikalischen Infervallen end-
eprochen, Bt geringen Abwel-
chungen bedeutel dies for die
Planeten Saturn oin Yerhilinia
4:3 (grolle Terz), Jupiter &§:6
(kleime Torz), Mars £:3 (Quin-
te). Er leitete aus der pythago=
vitschen Tdee vor den Jhikmm-
lischen Harmonien® auch seine
emilhmton Planedongesetzo der
Himmielsmechanik ab

[ Barock findet man in den
Kompasitionen off zahlensyms=
balische Besmibge, biografische
Azpekie der Komponisten, Mo=
nogramme  und  texthezagene
Cuerverbindungen  vor  allem
durch die Wahl der Takiart,
Anzahl der Takte, Anzahl der
Gillederungsioilo, Intervall-

Darstellung der kratsenden Gestime suf don himm-  Erde) aus dem 9. |ahrhundert. johannes Kepler

ischen Sphdren (von aullen nach mnen: Fixsbenme,

(1571-1630} entdeckte die Spharenmusik als Klang

Satunm, |upiter, bars, Sonne, Venus, Merkur, Mond, der Jwimimlischen Gestimea®,

Aﬁ?///f/ S
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Um die Entzprechung won Ton und Zahl zu de-
manstrieran, banutrte man selt Pythagoras wen
Sarmaos (um 550 v.Chr) das Monochond, #inen Be-

I den Kompaositionen kehann Se-
bastian Bachs linden sch irmmes

wieder Bexliqe zur Zahl 14,

Oberhaupt.

Wodigang Amadeus kozart kom-
ponierte etliche Menoette und
Walzer nach ervirfelten fahlen

hl'_'lllﬂll.ﬂ'kdlul.lifl il
Bonochord st somit das erste Saiteninstrurmsnt

dartibergespannter Saile, Das

Richard Wagrer mutzte bel ,Tris-
tan” den Gokdenen Schrdlt” als
harmanische Zahlenkombination

Ausaug aus der Partiur das | Musialischen Worfelsplels® won Mozart, | Ph. Eimberger beschrieh 1754

kdazart als einen alle=il fertige Polonaisen- und Menusttencomponist™.

strukiuren (Sekunde s 2, Tere s
A1, Anzahl der Tvine eiver Me-
ladie realisiert.

In Werken Johann Sebastion
Bachs findet man immer wieder
Beoziige zur Zahl 14, die aug dem
Zahlenalphabel des Namens
BACH, resuliicrt und in Mido-
dien und Takbeohlen awflretben.
E= gibt bed Johenn Sebastion
Bach ,symbolische” Einflech-
tungen  abstmmbkter Fahlon  in
Musakstiacke, wie zum Beaspiczl
die 7 {.Hellige Fahl*)y ader 12
[nZahl der Aposiel®). Ein Bei-
spdel k=t des Crodoe in selmer H-
Iall=Messe. Thas Credo erlelingt
44 ] {7 mal Th das Jn wmam
deum® erklingt 04 mal [T mal
L&) urd das et ineamatus® 149
mal [T & 1Z). Dhe Puge _Palreus
cinnipotentem ™ hat  monan 54
Takie (7 mal 125, | Die Musik ist
alme arthmotische Thung dore

Seele, die nichl welb, doass se
rult Zahlen ungeht ™, nannte dos
Johann Gotlfried Leibniz.

Eim musikalisches Wikrfel-
spicl, wie es im Li. Jahrhundert
wum Compan e vorwendet
wurde, Berubile auf Zahlenkam-
Binationen, die mit Hille von
=wel Wirfeln gebilded wuarden.
Eine Tabelle verwies aufl Takis
in eincm dazugchirigen No-
temsbladt, She war so aulgehaut,
dass ihre Zealen sich auf die ge-
widrlelten Avgenzohlon und Jdie
Spalten auf die Reahenfolge des
Wirfele  bozogen. Wiarfele
man  sum  Beispiel sine bes
atimmie  Augensumme,  dann
wurde der dazugehinge Takt
aus dem Notenblatt der esste
Takt der neuen Kompesation.
S o melzie sich nach und nech
die newe Kompesifion | mefil-
I FusEmmen

Das L Geheiminns” divser
Wikelelkompositiomen, die auch
Wollgang Amadeus Mozarct har
rahlrelche Walzor und Memu-
eile nuizie ist cinfach. Im
Grunde handell es sich dabal
immier um periadische, gleichs
fiirmige Sticke, wio Menuetio,
Walzer oder Polonaiszen. Zu-
ndachst  wurde eine Vorlage
komponiert und danach finf
(ki elmere Worfel) oder 10 (el
ewel Warkel) ¥artationen uber
dad @leichs hamyoenlsche Sche-
ma erstelll. So wurden  die
Takie zwischen den Variati-
onen  auslauschbar  und  es
konnte ausgeaiirfed” werdon,
welcher Takl von welrher Var=
arthom pre Taki gespiolt wid, Es
verinderte sich immer nur dis
rhythmlzche und  melodische
Linie tber cinem gleich bled-

lemdon Wodall

Volkstimme vom 8.03.2008
einen Walzer

Bei  diesen Wiarfelspiclen
Lspielte” der Zufall sine Rall
Dhie Summen der Augenzahlen
beider Wirfel waren Zufalls-

zahlen
Im X JTahrhundert erhisl
doe Hoemponieren durch den

Einfluss von Zahlen, seriellen
SZahlenreihen, dahlenkombi-
nilicnen und  Zahlenmengen
eime meus Bedeutung, Dk
pewannen slatistische Verfah-
ren und  slochastische Metho-
den, wie dus Hompenieren mit
MMarkev - Retlen, Baumstruk-
turen und _Sieben® an Bedeu-
tung. Bz entstand die _sorielle
Musik”.

Mathematik
als Musik
des Verstandes”

Dhar fiir  Harmonie und
Schimheit” stehende | Goldeane
Hehniil® o als ein irsslionales
Zuhlanverhiltnis und die von
Lieonards von Figa im 13, Jahr-
hundart entdeckten Fibenacei-
Zahlen bestimmiten die Kom-
positionstechnik  won  Béla
Barok, Gyorgh Legiti. Piernes
Boulez, Luigi None, lannis Xe-
nakiz, Peler Maxwell Davies
unid Karl-Heinz Steckhausen

Die Beihe der Fibonacet-
rahkn enisteht, wenn zu siner
Fahl die verige Fahl addied
wind., Beginnend mit O entstchi
an die Zahbenfolme 611,23 540,
1%,21, %4 55 00 144,233 27T 610 ..
Bildet man die Quotienlen
sweier sufeinander folgender
fahlen, s pabert sich der
Greanzwert  der L Goldenen
Schniil™- Zahl 16168, an

Veranstaltungen
[ Wisaenschuitsiosr SRR
Mathematik

Alles, was z&hlt

¥ 17, Aprll {Starth: C-
nekdath = Filmbestival:
Filme, Ciskussionen,
Tredlen (u.a. mit  Gaod
Will Hunting®, 4
Beautelul Mind®, _Enig-
ma®}, Kulturzentnem
Maritchod, hagdeturg

3 22, Al (Start)y: G-
heime Botschaftan im
1. Basch Mose: — der
LBibelcede® Mortragsmei-
he ,Der mathematische
Blick™}), 17 Uhr, Festung
Mark hMagdeburg

8. Mai (3tarth: Math
helpsl® — eine makbile
hAathekhinik IJI'I['ET'.'.‘EQE-_.
Tipps wnd Tricks bei der
Ll".'IS-l.Ir'Ig mathematischear
Prokderms fior .ﬁ.nl’.'am]r'r
und Fomgeschrittens

Bai Karl=Heinz Stockhausen
(1928 Eis 2007}, elmem Vertpe-
ler der . =ericllen Wuosik", isi
da= Elavierstiick X aul der
Falge der Fibonacci=Zahlen
uhd  deren Ableliung  aulge-
baul. Dhie Anzahl der Wieder-
hoslungen dee Anfongeakikords
wird durch di= Fibenacci=Fal-
e bestimmit, Zu Beginn sind =
142  Wicderholungen, beim
aweiton Einsatz noch 87, und
dann bei jedem Einsatz in abs
steigender Polge 83, 32, 14, 11,
fi, 2 und 1 (Fibonacei=-Falge).

Auch  bel Richand Wagmer
findel man Berichungen =um
wOaldenen Schnitt” und 2u den
Fibnnaccizahlen, Das Varspiel
zu Triston und Isolde” (=1 in
A=Moll komponiert. In Takt 41
wichselt die Tonard 2o A-Ture
und in Taki 71 wieder zu A-
ffell. Dhar Wochsol der Tonarten
nmach einem Wuster® flihrt als
Erklimung auf den Goldenen
Brhnitl®  al=  harmonisches
Zahlenverhiltns,

Bleabt als =in Fazl sin Aus-
aprich des onglischen Mathe-
matikers John James Eylvester
{15814 bis 18571 Keinndo nichi
die Musik beschriecben werden
als die Mathematik des Golihls
und die Mathematik als Musik
des Verstands? Beide haben die
gleiche Becle! o fihll denn der
Musiker Mathematik und der
Mathematiker denkt Musik.™

Nichsie Folge am 7. Apnil:
st leomentik b=t ddis Bansi, das
Hechnen zu wermedden”  won
Frofessor Gorald Warnacks



,, ICH WURFELE EINEN WALZER!”
SPHAREN, PROPORTIONEN UND ,,HORBARE” MATHEMATIK

HERBERT HENNING

Seit es Musik gibt, spielen Zahlen in ihr eine groBe Rolle. In der Kulturge-
schichte sind Z#hlen und Rechnen als die klassischen Methoden zum ,,Messen
und Ordnen der Welt” beim Erschaffen von Musik angewendet worden.

Pythagoras von Samos (um 550 v. Chr.) erkannte, dass die Musik mathe-
matische Grundlagen hat und die Konsonanten, Intervalle, Oktave, Quinte und
Quarte auf einfache Zahlenrelationen zuriickzufiihren sind.

Das in Agypten zwischen 1000 und 500 v.
Chr. zur Siebentonleiter weiter entwickelte pen-
tatonische Tonsystem (Fiinftonleiter) nahm er
als Grundlage seiner Musiktheorie, in der Ma-
thematik und Religion eine Einheit bildeten.
Nach Pythagoras von Samos definieren Zah-
lenverhéltnisse ,,Harmonie und gottliche Ein-
sicht”. Er entdeckte Zusammenhénge zwischen
den Grundbestandteilen der klingenden Mu-
sik, den Rhythmusstrukturen, Tonhéhen und
Absténden (= Intervalle) zwischen ihnen.

Pythagoras

Dazu erfand er das Monochord. Es bestand aus einer Saite, die zwischen zwei
Stegen gespannt war und mittels eines dritten Stegs auf verschiedene Weise in
zwei Teile geteilt wurde, so dass die beiden Saitenabschnitte je nach Lange immer
wieder andere Tonhohen erzeugen. Die Saitenteilung 1 : 1 ergibt den Grundton,
die Saitenteilung 1 : 2 die Oktave, 2 : 3 die Quinte, 3 : 4 die Quarte. Diese drei
grundlegenden Proportionen aus den Zahlen 1, 2, 3 und 4, die die Harmonie in
der Musik begriinden, bildeten fiir Pythagoras die Grundlage seiner Auffassung,
dass das ,,Gottliche in der Welt” durch einfache Zahlenverhéltnisse beschrieben
werden kann. Es beschreibt in der Musik die ,,pythagoréische Stimmung”.
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,,Die Sonne tont nach alter Weise im Brudersphiren Wett-

gesang ...”

(Goethe)

Zur Bedeutung der Proportionen von Mafl und Zahl gehérte auch die Vor-
stellung, dass die Planetenbahnen nach harmonischen Proportionen geordnet sind
und dabei die Sphirenmusik erzeugen. Der deutsche Astronom und Physiker Jo-
hannes Kepler (1571 bis 1630) hat die Idee der Sphérenmusik weiter ausgebaut.
Johannes Kepler ging davon aus, dass geometrische Figuren ,,Gottes Gedanken”
waren und dass die Wahrheit in der Spharenharmonie liege. In seinem Werk , Har-
monices mundi” (1619) begriindete er den Zusammenhang zwischen kosmischen,
physikalischen und musikalischen Harmonien.

Kepler

Er entdeckte, dass die Tagesbogen als Winkel,
der pro Tag von einer gedachten Verbindungs-
linie zwischen Sonne und Planet iiberstrichen
wird, im Aphel (sonnenfernster Punkt auf einer
elliptischen Planetenbahn) und im Perihel (son-
nennédchster Punkt) im Verhéltnis den harmo-
nischen musikalischen Intervallen entsprechen.
Mit geringen Abweichungen bedeutet dies fiir
die Planeten Saturn ein Verhéltnis 4 : 5 (grofier
Terz), Jupiter 5 : 6 (kleine Terz), Mars 2 : 3

(Quinte).

Er leitete aus der pythagoriischen Idee von den , himmlischen Harmonien” auch
seine berithmten Planetengesetze der Himmelsmechanik ab.

,,Die Musik ist eine arithmetische Ubung der Seele, die nicht
weif}, dass sie mit Zahlen umgeht.” (Johann Gottfried Leibniz)

Leibniz

Im Barock findet man in den Kompositionen oft zahlensymbolische Beziige,
biografische Aspekte der Komponisten, Monogramme und textbezogene Querver-
bindungen vor allem durch die Wahl der Taktart, Anzahl der Takte, Anzahl der
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Gliederungsteile, Intervallstrukturen (Sekunde = 2, Terz = 3), Anzahl der T6ne
einer Melodie realisiert.

In Werken Johann Sebastian Bachs findet man
immer wieder Beziige zur Zahl 14, die aus dem
Zahlenalphabet des Namens B.A.C.H resultie-
ren und in Melodien und Taktzahlen auftreten.
Es gibt bei Johann Sebastian Bach ,,symboli-
sche” Einflechtungen abstrakter Zahlen in Mu-
sikstiicke, wie zum Beispiel die Zahlen 7 (,,Hei-
lige Zahl”) oder 12 (,,Zahl der Apostel”). Ein
Beispiel ist das Credo in seiner H-Moll-Messe.
Das Credo erklingt 49 mal (7 mal 7), das ,,in
unum deum” erklingt 84 mal (7 mal 12) und
das ,,et incarnatus” 19 mal (7 4+ 12). Die Fuge
,,Patreus omnipotentem” hat genau 84 (7 mal
12) Takte.

,, Wir wiirfeln einen Walzer!”

Ein musikalisches Wiirfelspiel, wie es im 18. Jahrhundert zum ,,Componie-
ren” verwendet wurde, beruhte auf Zahlenkombinationen, die mit Hilfe von zwei
Wiirfeln gebildet wurden. Eine Tabelle verwies auf Takte in einem dazugehorigen
Notenblatt. Sie war so aufgebaut, dass ihre Zeilen sich auf die gewiirfelten Augen-
zahlen und die Spalten auf die Reihenfolge des Wiirfelns bezogen. Wiirfelte man
zum Beispiel eine bestimmte Augensumme, dann wurde der dazugehorige Takt
aus dem Notenblatt der erste Takt der neuen Komposition. So setzte sich nach
und nach die neue Komposition ,,zuféllig” zusammen. Das ,,Geheimnis” dieser
Wiirfelkompositionen, die auch Wolfgang Amadeus Mozart fiir zahlreiche Walzer
und Menuette nutzte, ist einfach. Im Grunde handelt es sich dabei immer um pe-
riodische, gleichférmige Stiicke, wie Menuette, Walzer oder Polonaisen. Zunéchst
wurde eine Vorlage komponiert und danach fiinf (bei einem Wiirfel) oder 10
(bei zwei Wiirfeln) Variationen iiber das gleiche harmonische Schema erstellt. So
wurden die Takte zwischen den Variationen austauschbar und es konnte ,,aus-
gewiirfelt” werden, welcher Takt von welcher Variation pro Takt gespielt wird.
Es verdnderte sich immer nur die rhythmische und melodische Linie {iber einem
gleich bleibenden Modell. Bei diesen Wiirfelspielen ,,spielte” der Zufall eine Rolle.
Die Summen der Augenzahlen beider Wiirfel waren Zufallszahlen.



Wiirfelspiel

Mozart Wiirfelspiel

Zahlen kann man ,,h6ren”

Im 20. Jahrhundert erhielt das Komponieren durch den Einfluss von Zah-
len, seriellen Zahlenreihen, Zahlenkombinationen und Zahlenmengen eine neue
Bedeutung. Dabei gewannen statistische Verfahren und stochastische Methoden,
wie das Komponieren mit Markov-Ketten, Baumstrukturen und ,,Sieben” an Be-
deutung. Es entstand die ,,serielle Musik”. Der fiir ,,Harmonie und Schénheit”
stehende ,,Goldene Schnitt” als ein irrationales Zahlenverhéltnis und die von Leo-
nardo von Pisa im 13. Jahrhundert entdeckten Fibonacci-Zahlen bestimmten die
Kompositionstechnik von Bela Bartok, Gyorgi Legiti, Pierre Boulez, Luigi Nono,
lannis Xenakis, Peter Maxwell Davies und Karl-Heinz Stockhausen. Die Reihe
der Fibonaccizahlen entsteht, wenn zu einer Zahl die vorige Zahl addiert wird.
Beginnend mit 0 entsteht so die Zahlenfolge:

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610 etc.

Bildet man die Quotienten von zwei aufeinander folgenden Zahlen, so néhert
sich der Grenzwert der ,,Goldenen Schnitt”-Zahl 1,6168 ... an. Bei Karl-Heinz
Stockhausen (1928 bis 2007), einem Vertreter der ,,seriellen Musik”, ist das Kla-
vierstiick IX auf der Folge der Fibonacci-Zahlen und deren Ableitung aufgebaut.
Die Anzahl der Wiederholungen des Anfangsakkords wird durch die Fibonacci-
Folge bestimmt. Zu Beginn sind es 142 Wiederholungen, beim zweiten Einsatz
noch 87 und dann bei jedem Einsatz in absteigender Folge 53, 32, 19, 11, 6, 3
und 1 (Fibonacci-Folge).

Avuch bei Richard Wagner findet man zum Beispiel im Vorspiel zu ,,Tristan
und Isolde” Beziehungen zum ,,Goldenen Schnitt” und zu den Fibonaccizahlen
bei der Analyse der Tonldngen und Taktfolgen.




Das Vorspiel zu ,,Tristan und Isolde” ist in A-
Moll komponiert. In Takt 43 wechselt die Ton-
art zu A-Dur und in Takt 71 wieder zu A-Moll.
Der Wechsel der Tonarten nach einem ,,Muster”
fithrt als Erklarung auf den ,,Goldenen Schnitt”
als harmonisches Zahlenverhéltnis. In der Par-
titur teilt der ,,Doppelstrich” nach Takt 70 die
111 Takte im Verhéltnis 1 : 1,630 ... und der er-
ste ,,Doppelstrich” nach Takt 42 macht dasselbe
mit den ersten 70 Takten. Bei Takt 68 erreicht
das Vorspiel seinen Hohepunkt. Der Takt 68 er-
gibt sich aus (Takt) 111 mal 0,63 = 68,3.
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Mathematik und Musik

Der amerikanische Komponist John Cage (1912
bis 1992) produzierte seine Musik mit Hilfe des
Zufalls und der Erzeugung von Zufallszahlen,
wie es bereits Mozart bei seiner ,,Wiirfelmu-
sik” gemacht hatte. In der Klavierkompositi-
on ,,Music of Changes” verwendete er ein Ver-
fahren zur Erzeugung der Zufallszahlen nach
dem chinesischen I-Ching und eine Tafel mit 88
zufillig angeordneten Zahlenquadraten. Beson-
ders auffillig ist sein Bezug zur Verwendung von
Zufallszahlen als ,,Modell” bei seiner Komposi-
tion Harpsichord fiir 1 - 7 Cembali und 1 - 52 :
computergenerierte Tonbénder. John Cage

Die in Deutschland lebende ruménische Komponistin und Musikwissenschaft-
lerin Violeta Dinescu fasste die Beziehung zwischen Mathematik und Musik in
der Feststellung zusammen:



,,Man sollte reichhaltige Beziehungen zwi-
schen Mathematikdenken und dem Mu-
sikdenken entwickeln und kultivieren. ...
Wichtig ist fiir die Musik die Moglich-
keit, mit Hilfe der Mathematik ein einheit-
liches Ganzes beschreiben zu konnen. ...
Man kann die musikalischen Elemente auf
ganz unterschiedliche Weise zu kleineren

: und umfassenderen Sinneinheiten kombi-
Violeta Dinescu nieren.”

Bleibt als Fazit ein Ausspruch des englischen Mathematikers John James
Sylvester (1814 bis 1897):

Konnte nicht die Musik beschrieben werden als die Mathematik
des Gefiithls und die Mathematik als Musik des Verstandes? Beide
haben die gleiche Seele! So fiihlt denn der Musiker Mathematik und
der Mathematiker denkt Musik.




Der mathematische Blick (Teil 3)

Mathematik ist die Kunst,
das Rechnen zu vermeiden

Mathematik ist Uberraschung,
Abenteuer und Experiment.
Professoren der Fakultat fir
Mathematik an der Otto-von-
Guericke-Universitit Magde-
burg nehmen das ,,Jahr der
Mathematik* zum Anlass, um
dies in einer Beitragsreihe zu
veranschaulichen. Im dritten
Teil geht es heute darum, dass
Mathematik die Kunst ist, das
Rechnen zu vermeiden - und
wie der Braunschweiger Carl
Friedrich GauB dies einst ein-
drucksvoll nachgewiesen hat.

Von Prof. Dr. Gerald Warnecke

In diesem Iahr wurde der
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Carl Friedrich GauB, geboren 1777 in Braunschweig, gestorben 1855
in Géttingen, war einer der bedeutendsten Mathematiker. Von 1990 bis
zum Ende der D-Mark 2001, zierte sein Portrét den Zehnmarkschein.
Abgebildet sind auBerdem der Graph und die Formel der nach ihm
benannten Normalverteilung, die héufig in der Natur zu beobachten

neue Hochst

JUGENE mit 65536 Prozes-
soren in Jillich eingeweiht. Er
ist zurzeit der zweitschnellste
Rechner der Welt und der
schnellste zivil genutzte Rech-
ner. Schneller ist nur einer in

ist. Im b ist eine Ansicht von Gottingen, wo er studierte und
ab 1807 Professor und Direktor der Sternwarte war.

deroben beschncbcnen Schnel-

schweig und war ab 1990 auf

gibt das 12, bei 100 nur 4. Bei
den Additionen wchst der
Aufwand stérker als N, da die
Zahl der Dezimalstellen immer
gréBer wird, wenn man bei 1
anféngt und die Zahlen in ihrer
natiirlichen Reihenfolge auf-
addiert.

Die Untersuchung des Ver-
haltens von Berechnungsver-
fahren fir groBe N wird als
Komplexitatstheorie bezeich-
net. Diese Theorie gilt zwar als
Teilgebiet der theoretischen
Informatik, methodisch ist es
aber ein Gebiet der Mathema-
tik auf dem auch viele Mathe-
matiker forschen. Auf diesem
Gebiet gibt es ein berithmtes
Problem, das P/NP Problem,
fiir dessen Losung das Clay
Mathematics Institute eine
Million US-Dollar Preisgeld

ligkeit der ung ab,
aber auch davon, dass die ver-
wendeten  Programme  die

den USA, der zur
wicklung von Nuklearwaffen
eingesetzt wird.

Solch ein Rechner kostet
nicht nur Millionen Euro in
Anschaffung und Betrieb, er ist
auch von einer grofien Gruppe

schaftlern umgeben die ihn
betreiben und nutze

Die Rcchcnlelstung von JU-
GENE, gemessen an Bei-
spielaufgaben, die auf allen
groBen Rechnern zum Vergleich
ausprobiert werden, liegt bei
167 Teraflops. ,Flops* ist die
englische Abkiirzung fiir ,floa-
ting point operations per se-
cond*. Das sind 167 Billionen
oder in Ziffern

167 000 000 000 000

Gleitkomma-Rechenschritte
(Additionen, Multiplikationen
usw.) pro Sekunde. Dabei be-
steht bei diesen Vergleichsrech-
nungen eine Gleitkommazahl
aus 20 Ziffern, Wir brauchen
deutlich mehr als eine Sekunde
fiir einen einzigen Gleitkomma-
Rechenschritt.  Nehmen wir
trotzdem an, dass wir ihn in ei-
ner  Sekunde durchfithren
konnten, brauchten wir ohne
Schlaf mehr als 5 Millionen Jah-
re fiir diese 167 Billionen Re-
chenschritte. Der Rechner kann
somit in einer Sekunde unvor-
stellbar  viel aber

fahren
(Algorithmen) und Formeln
nutzen, um das Ergebnis zu er-
zielen. An der Weiterentwick-
lung von beidem ist die Mathe-
matik sehr stark beteiligt. Wir
wollen hier nur die Rechenver-
fahren niiher betrachten.

Ein gutes Beispiel ist die Er-
zéhlung, die dber den be-
rihmten Mathematiker Carl
Friedrich Gaufi (1777-1855)
verbreitet wird. In der Grund-
schule wollte der Lehrer die
Klasse wahrend der Unter-
richtsstunde fir eine langere
Zeit beschiftigen und stellte
die Aufgabe, die Zahlen von 1
bis 100 zu addieren. Nach kur-
zer Zeit nannte ihm Gauss, der
schon in diesem Alter hervor-
ragend im Kopf rechnen konn-
te, die Losung.

sdfgsdfgsdfgsfg
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Er hatte festgestellt, dass
101, 99+2-101, usw. bis
01 gilt. Das sind genau
50 x 101 = 5050. Sicherlich hat
Gauss dabei schnell erkannt,
dass sein Verfahren sich auch
allgemeiner fiir das Aufaddie-
ren der Zahlen von 1 bis N far
gegebenes N anwenden lisst.

auch ebensoviel Datenschrott,
also Flops anstelle von ,Flops*,
liefern, wenn das Berechnungs-
verfahren fehlerhaft ist.

Die Rechenleistung der Pro-
gramme, die auf diesen Rech-
nern laufen, héngt einmal von

mit 2(N)=1+2+ ..+N die Summe
der ersten N natiirlichen Zah-
len, so lautet die allgemeine von
Gauss gefundene Formel

72(N) = Nx(N+1)/2.

GauB stammte aus Magde-
burgs Partnerstadt Braun-

em abgebil-
det. Die Erzihlung ist ge-
schichtlich nicht belegbar, aber
trotzdem schon. An diesem
einfachen Beispiel sehen wir
einige Dinge, die Mathemati-
kern sehr wesentlich sind.

Erstens fragen wir uns bei
komplizierten und langwie-
rigen Berechnungen, ob es
nicht auch einfacher und
schneller geht. Monotones
Rechnen ist langweilig. Schnel-
le Schiiler brauchen fiir die
Zahlen von 1 bis 100 ohne Ta-
schenrechner mehr als 10 Mi-
nuten, wenn sie tatsichlich
alle 100 Zahlen einzeln addie-
Ten, mit einem Taschenrechner
vielleicht 2 Minuten. Mit der
Formel sind es nur wenige Se-
kunden. Die Formel ist somit
dem monotonen Rechnen tiber-
legen.

Zweitens ist aufgrund der
Einfachheit der Formel das Re-
chenergebnis weniger fehler-
anfillig.

Drittens ist die Formel sehr
giinstig, wenn die Zahl N sehr
groB wird. Dann braucht man
selbst mit dem T

hat. (siehe http://
www. claymath.org/millenni-
um/,

Viertens ist die Formel sehr
zuverlassig. Sie gilt fiir alle na-
tiirliche Zahlen N. Man kann
dieses auch emfach mathema-

nur 72(N+1) = 22(N)+N+1 zeigen
was leicht auszurechnen ist
Wenn das gezeigt ist, gilt sic
fiir N=1, somit gilt sie auch fi
N=2, N=3 usw.

Um zu dem GroBrechner JU-
GENE zuriickzukommen. Viele
Rechenprogramme losen sehi
intensiv groBe lineare Glei-
chungssysteme. Es gibt Schat-
zungen, dass dafiir ein erheb-
licher Teil der Rechenleistung
weltweit verwendet wird. Des-
halb werden fiir den Rech-
nervergleich sogenannte Lin-
pack-Verfahren herangezogen
die genau solche Losungsver-
fahren enthalten.

sdfghdfghdfhgd
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Auch auf diesem Gebiet hai
GauB sowohl mit dem GauB-
schen-Algorithmus als auct
mit einem iterativen Verfahrer
wesentliche Beitrage geleistet
Er selbst musste in seiner Be-
rufstatigkeit auf den Gebieter

tisch mit
Prinzip der vollstand)gen In-
duktion beweisen. Die Formel
gilt fir N=1, also 72(1)=1. Wir
nehmen an, sie gilt fir ein N
und zeigen, dass sie dann auch
fiir N+1 gilt. Dafiir miissen wir

der Landvermessung und de:
Astronomie  viel _praktisck
rechnen und war deshalb ar
praktischen Verfahren sehr in-
teressiert. Auf der Brocken-
spitze erinnert eine Plakette
daran, dass Gau von dort aus
vornahm fiir einc

Veranstaltungen

O 17. April (Auftakt):
CineMath — Filmfestival:
Filme, Diskussionen,
Treffen (u.a. mit ,Good
Will Hunting”, ,,A Beauti-
ful Mind”, ,Enigma”),
Kulturzentrum Moritz-

sehr lange, wahrend der Auf-
wand mit der Formel nur lang-
sam steigt. Fiir N = 1 Million
braucht man selbst mit dem
Taschenrechner fast 2 Monate
ohne Pause, wenn man es
schafft jede Addition in durch-
schnittlich 5 Sekunden einzu-
tippen. Mit der Formel dauert
es vielleicht 15 Sekunden. Der
Aufwand bei Verwendung der
Formel wichst nur mit der
Zahl der Dezimalstellen, das
heifit wie der Logarithmus zur
Basis 10, er betragt also circa
2x log(N). Bei einer Million er-

hof, \ 9

O 22. April (Auftakt):
Geheime Botschaften
im 1. Buch Mose - der
,,Bibelcode” (Vortragsrei-
he , Der mathematische
Blick”), 17 Uhr, Festung
Mark Magdeburg

O 8. Mai (Auftakt): ,Mathe
helps!” — eine mobile
MatheKlinik unterwegs,
Tipps und Tricks bei der
Losung mathematischer
Probleme fiir Anfanger
und Fortgeschrittene

Triangulierung des Konigreichs
Hannover, an der er beteiligi
war. Damals war es nicht ein-
fach die Hohe des Brocken oder
die geographische Linge unc
Breite von Braunschweig zu
bestimmen. Dieses geschah mif
einer Kombination aus ge-
nauen Messungen und mathe-
matischen Berechnungen.

Die heutige mathematische
Forschung ist sehr vielseitie
und geht weit iber die Be-
trachtung von Berechnungs-
verfahren hinaus. Aber schnel-
le, einfache Verfahren sowie
der Beweis, dass solche Verfah-
ren das richtige Ergebnis lie-
fern, ist eines der zentraler
Anliegen der Mathematik, das
in Magdeburg in Lehre unc
Forschung stark vertreten ist
Es werden hier auf den Gebie-
ten der Diskreten Optimierung
und der Numerik Partielle:
Differentialgleichungen  viel-
faltige Verfahren und derer
Anwendung in Medizin unc
Technik untersucht.

Niichste Folge am 17. Mai
 Mathematik in GPS unc
UTMS* von Prof. Dr. Alexan-
der Pott



MATHEMATIK IST DIE KUNST DAS RECHNEN ZU
VERMEIDEN

GERALD WARNECKE

Mathematik ist Uberraschung, Abenteuer und Experiment. Profes-
soren der Fakultét fiir Mathematik an der Otto-von-Guericke-Universitét
Magdeburg nehmen das ,,Jahr der Mathematik” zum Anlass, um dies
in einer Beitragsreihe zu veranschaulichen. Im dritten Teil geht es heu-
te darum, dass Mathematik die Kunst ist, das Rechnen zu vermeiden -
und wie der Braunschweiger Carl Friedrich Gaufl dies einst eindrucks-
voll nachgewiesen hat.

In diesem Jahr wurde der neue Hochstleistungsrechner JUGENE
mit 65.536 Prozessoren in Jiilich eingeweiht. Nach einem Rechner in
den USA ist er zurzeit [Mérz 2008] der zweitschnellste der Welt und
der schnellste zivil genutzte Rechner. Solch ein Rechner kostet nicht nur
Millionen Euro in Anschaffung und Betrieb, er ist auch von einer Grup-
pe von Technikern und Wissenschaftlern umgeben, die ihn betreiben
und nutzen. Die Rechenleistung von JUGENE, gemessen an Beispie-
laufgaben, die auf allen grofien Rechnern zum Vergleich ausprobiert
werden, liegt bei 167 Terraflops.

Der Supercomputer im Forschungszentrum
Jiilich in der N&he von Koln ist der zweit-

schnellste Computer der Welt. Die kiirz-
lich hier installierte Anlage namens JU-

4 GENE schafft 167 Billionen Rechenschrit-
te pro Sekunde (Teraflops). Das entspricht
der Leistung von etwa 20 000 PCs. Die hier
W rechts als Modell gezeigte Halle ist so aus-

gelegt, dass sie flexibel auch kommenden

Rechnergenerationen Platz bietet.

,FLOPS* ist die englische Abkiirzung fiir ,,floating point operations
per second”. Das sind 167 Billionen oder in Ziffern

167 000 000 000 000

Rechenschritte (Additionen, Multiplikationen usw.) pro Sekunde. Da-

bei besteht bei diesen Vergleichsrechnungen eine Zahl aus 20 Ziffern.
1
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ZEHN DEUTSCHE MARK

Carl Friedrich Gaufl, geboren 1777 in Braunschweig, gestorben 1855 in Gottingen, war
einer der bedeutendsten Mathematiker. Von 1990 bis zum Ende der D-Mark 2001, zierte
sein Portridt den Zehnmarkschein. Abgebildet sind auflerdem der Graph und die Formel
der nach ihm benannten Normalverteilung, die hiufig in der Natur zu beobachten ist. Im
Hintergrund ist eine Ansicht von Gottingen, wo er studierte und ab 1807 Professor und

Direktor der Sternwarte war.

Wir brauchen deutlich mehr als eine Sekunde fiir einen einzigen Re-
chenschritt. Nehmen wir trotzdem an, dass wir ihn in einer Sekunde
durchfiithren konnten, brauchten wir ohne Schlaf mehr als 5 Millionen
Jahre fiir diese 167 Billionen Rechenschritte. Der Rechner kann somit
in einer Sekunde unvorstellbar viel berechnen, aber auch ebensoviel
Datenschrott, also Flops anstelle von ,,flops”, liefern, wenn das Berech-
nungsverfahren fehlerhaft ist. Die Rechenleistung der Programme, die
auf diesen Rechnern laufen, hidngt einmal von der oben beschriebenen
Schnelligkeit der Rechenleistung ab, aber auch davon, dass die verwen-
deten Programme die schnellsten Rechenverfahren (Algorithmen) und
Formeln nutzen, um das Ergebnis zu erzielen. An der Weiterentwick-
lung von beidem ist die Mathematik sehr stark beteiligt. Wir wollen
hier nur die Rechenververfahren niaher betrachten. Ein gutes Beispiel
ist die Erzéhlung, die iiber den berithmten Mathematiker Carl Fried-
rich Gauf§ (1777-1855) verbreitet wird. In der Grundschule wollte der
Lehrer die Klasse wiahrend der Unterrichtsstunde fiir eine langere Zeit
beschéftigen und stellte die Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 100 zu ad-
dieren. Nach kurzer Zeit nannte ihm Gauf}, der schon in diesem Alter
hervorragend im Kopf rechnen konnte, die Losung. Er hatte festgestellt,
dass 100+ 1 = 101, 99+ 2 = 101, usw. bis 50 + 51 = 101 gilt. Das sind
genau 50 x 101 = 5050. Sicherlich hat Gauss dabei schnell erkannt, dass
sein Verfahren sich auch allgemeiner fiir das Aufaddieren der Zahlen
von 1 bis N fiir gegebenes N anwenden lédsst. Bezeichnen wir im fol-
genden mit X(N) = 1+2+...4+ N die Summe der ersten N natiirlichen
Zahlen, so lautet die allgemeine von Gaufl gefundene Formel

S(N) = N x (N +1)/2
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GauB stammte aus Magdeburgs Partnerstadt Braunschweig und war
ab 1990 auf dem Zehnmarkschein abgebildet.

Die Erziéhlung ist geschichtlich nicht belegbar, aber trotzdem schon.
An diesem einfachen Beispiel sehen wir einige Dinge, die Mathemati-
kern sehr wesentlich sind.

Erstens fragen wir uns bei komplizierten und langwierigen Berechnun-
gen, ob es nicht auch einfacher und schneller geht. Monotones Rechnen
ist langweilig. Schnelle Schiiler brauchen fiir die Zahlen von 1 bis 100
ohne Taschenrechner mehr als 10 Minuten, wenn sie tatséchlich alle 100
Zahlen einzeln addieren, mit einem Taschenrechner vielleicht 2 Minu-
ten. Mit der Formel sind es nur wenige Sekunden. Die Formel ist somit
dem monotonen Rechnen iiberlegen.

Zweitens ist aufgrund der Einfachheit der Formel das Rechenergebnis
weniger fehleranfallig.

Drittens ist die Formel sehr giinstig, wenn die Zahl N sehr grof§ wird.
Dann braucht man selbst mit dem Taschenrechner sehr lange, wéhrend
der Aufwand mit der Formel nur langsam steigt. Fiir N = 1 Million
braucht man selbst mit dem Taschenrechner fast 2 Monate ohne Pau-
se, wenn man es schafft jede Addition in durchschnittlich 5 Sekunden
einzutippen. Mit der Formel dauert es vielleicht 15 Sekunden. Der Auf-
wand bei Verwendung der Formel wéchst nur mit der Zahl der Dezi-
malstellen, d.h. wie der Logarithmus zur Basis 10, d.h. er betrigt circa
2log(N). Bei einer Million ergibt das 12, bei 100 nur 4. Bei den Additio-
nen wachst der Aufwand stérker als N, da die Zahl der Dezimalstellen
immer grofler wird, wenn man bei 1 anfiangt und die Zahlen in ihrer
natiirlichen Reihenfolge aufaddiert.

Die Untersuchung des Verhaltens von Berechnungsverfahren fiir grofle
N wird als Komplexitatstheorie bezeichnet. Diese Theorie gilt zwar als
Teilgebiet der theoretischen Informatik, methodisch ist es aber ein Ge-
biet der Mathematik auf dem auch viele Mathematiker forschen. Auf
diesem Gebiet gibt es ein berithmtes Problem, das P/NP Problem, fiir
dessen Losung das Clay Mathematics Institute eine Million US-Dollar
Preisgeld ausgesetzt hat, siehe http://www. claymath.org/millennium/
Viertens ist die Formel sehr zuverlissig. Sie gilt fiir alle natiirliche
Zahlen N. Man kann dieses auch einfach mathematisch mit dem so-
genannten Prinzip der vollstdndigen Induktion beweisen. Die Formel
gilt fir N = 1, also (1) = 1. Wir nehmen an, sie gilt fiir ein N
und zeigen, dass sie dann auch fiir N + 1 gilt. Dafiir miissen wir nur
Y(N+1) = X(N)+ N+1 zeigen, was leicht auszurechnen ist. Wenn das
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gezeigt ist, gilt sie fiir N = 1, somit gilt sie auch fiir N = 2, N = 3 usw.

Um zu dem Grofirechner JUGENE zuriickzukommen. Viele Rechen-
programme losen sehr intensiv grofle lineare Gleichungssysteme. Es gibt
Schétzungen, dass dafiir ein erheblicher Teil der Rechenleistung welt-
weit verwendet wird. Deshalb werden fiir den Rechnervergleich soge-
nannte Linpack-Verfahren herangezogen, die genau solche Losungsver-
fahren enthalten. Auch auf diesem Gebiet hat Gaufl sowohl mit dem
Gauflschen-Algorithmus als auch mit einem iterativen Verfahren we-
sentliche Beitriage geleistet. Er selbst musste in seiner Berufstatigkeit
auf den Gebieten der Landvermessung und der Astronomie viel prak-
tisch rechnen und war deshalb an praktischen Verfahren sehr interes-
siert.

- ==
Brncl:en Inselsber, ca. 105 km
LASERSCAPE BROCKEN 2000/2001/2002 A e
HOMMAGE A C.F.GAUSS | Hohehagen - Insolsberg ca. 82 km
Historische Messung [1821-38) und 3D-Radarmessung [SRTM/DLR 2000) Ghemrbe lungvan | [Hohehagen - Herkules ~ ca. 35 km)
Laserinstallation Horst H. Baumann (Konzept [¢) 2000): C. Sch. +Inselsberg, Th.
3 Laser, Optics, Spiegel, Comer-Reflekioren 300] 2001 /£ 29.04, / 05.05. | \

Triangulierung des Konigreichs Hannover (1818-1826)

Auf der Brockenspitze erinnert eine Plakette daran, dass Gaufl von dort
aus Messungen vornahm fiir eine Triangulierung des Konigreichs Han-
nover, an der er beteiligt war. Damals war es nicht einfach die Héhe des
Brocken oder die geographische Lange und Breite von Braunschweig zu
bestimmen. Dieses geschah mit einer Kombination aus genauen Mes-
sungen und mathematischen Berechnungen.

Die heutige mathematische Forschung ist sehr vielseitig und geht weit
iiber die Betrachtung von Berechnungsverfahren hinaus. Aber schnelle,
einfache Verfahren sowie der Beweis, dass solche Verfahren das richtige
Ergebnis liefern, ist eines der zentralen Anliegen der Mathematik, das
in Magdeburg in Lehre und Forschung stark vertreten ist. Es werden
hier auf den Gebieten der Diskreten Optimierung und der Numerik
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Partieller Differentialgleichungen vielfiltige Verfahren und deren An-
wendung in Medizin und Technik untersucht.

Faszinierend an der Mathematik ist, dass
manche Probleme, die erst schwierig aus-
sehen, durch die richtige Betrachtungsweise
recht einfach gelost werden.

Gerald Warnecke

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDEBURG, FAKULTAT FUR MATHE-
MATIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG
E-mail address: gerald.warnecke@ovgu.de




MENSCH & WISSEN

Volksstimme

Der mathematische Blick (Teil 4)

Mathematik in GPS, UMTS und
anderen drahtlosen Netzwerken

Mathematik ist Uberraschung,
Abenteuer und Experiment.
Professoren der Fakultit fiir
Mathematik an der Otto-von-
Guericke-Universitat Magde-
burg nehmen das ,,Jahr der
Mathematik* zum Anlass, um
dies in einer Beitragsreihe zu
veranschaulichen. Im vierten
Teil geht es heute um die ma-
thematischen Voraussetzungen
fiir das Funktionieren von
Navigationsgeriten.

Von Prof. Dr. Alexander Pott

»Du kannst mehr Mathe, als
du denkst!“ So lautet das Mot-
to einer Plakataktion zum
,Jahrder Mathematik“. Schau-
en wir uns ein Beispiel an: Bei
einer Party reden alle Men-
schen durcheinander. Sie sind
einem Mix ganz unterschied-
licher akustischer Signale aus-
gesetzt, und trotzdem gelingt
es Thnen (in der Regel), Thren
Gesprachspartner zu verste-
hen. Sie filtern aus dem Rau-
schen die fiir sich relevante In-
formation heraus.

Die ,,Volksstimme* berichte-
te am 6. Marz dariiber, dass
Magdeburger Hirnforscher
daran arbeiten, diesen Vorgang
zu verstehen: Es ist eine beein-
druckende Leistung unseres
Gehirns, die in technischen
Anwendungen nur unter Ein-
satz raffinierter mathema-
tischer Methoden gelingt.

Drahtloses Internet und mo-
biles Telefonieren sind fiir viele
Menschen aus ihrem Leben
nicht mehr wegzudenken. Das
bedeutet, dass eine Fiille an In-
formation in Form elektromag-
netischer Wellen durch den
Ather schwirrt, und wir moch-
ten nattirlich an unseren End-
geraten die fiir uns bestimmte
Information abgreifen, genau-
so wie wir bei einer Party gerne
das langweilige Gerede unseres
Tischnachbarn ausblenden, um
uns am interessanten Gespréach
einige Plédtze entfernt zu betei-
ligen.

Die Sprache
der Satelliten

Welche Losungsmoglich-
keiten gibt es? Wir kénnen je-
dem Sender eine eigene Fre-
quenz zuweisen, auf der
gesendet wird, so wie wir es
vom Radio her gewohnt sind.
Dieses Verfahren hat sich lange
bewihrt, aber mit den zuneh-
menden Anforderungen im
Drahtlosverkehr sind neue Lo-
sungen gefordert. Man versucht
heute, Information nicht nur
auf einer Frequenz zu tibertra-
gen, sondern das Signal auf ei-
nen ganzen Frequenzbereich
zu verteilen (spreizen), so dass
man auch von ,Frequenz-
spreizverfahren“ spricht. Ein
Vorteil: Hort jemand die Si-
gnale ab, so kann er kaum fest-
stellen, ob {iiberhaupt etwas
gesendet wurde. Das gesendete
Signal unterscheidet sich fir
einen Lauscher kaum von so-
genanntem Rauschen. Diese
Eigenschaft war die urspring-
liche militarische Motivation
fir die Entwicklung der mo-
dernen ,spread spectrum®-
Technologien.

Jeder Vorteil hat einen Nach-
teil: Wenn das gesendete Signal
sich anhort wie zufalliges Rau-
schen, wie kann man dann als
Empfanger die Information
herausfiltern? Und genau an
dieser Stelle kommt die Mathe-
matik ins Spiel. Erlautert sei
dies an Hand einer taglichen
Anwendung, dem Global Posi-
tioning System, kurz GPS.

Ein GPS-Empfanger kann
Signale von mehreren Satel-
liten empfangen, und durch
eine sehr genaue Synchronisa-
tion der Signale ist es moglich,
aus deren Laufzeit die Entfer-
nung zu den Satelliten zu be-
stimmen und damit die exakte
Position auf der Erde. Nun
sendet aber jeder Satellit auf
derselben Frequenz, andern-
falls miisste ein GPS-Empfan-
ger ja wie ein Radio funktio-
nieren, das viele Sender
gleichzeitig horen kann, und
dies ware zu aufwandig.

Wie kann dann aber ein
Empfanger entscheiden, von
welchem Satellit aus er seine

Dieses Bild demonstriert das Navigationssystem Galileo, ein Gemein-
schaftsprojekt der ESA und der Europédischen Union. Dieses System
wird dhnlich wie das bekannte GPS (Global Positioning System) funk-
tionieren. Via Satellit werden Signale zur Erde Ubertragen, die Zeit
und Ort prézise bestimmen konnen. In dieser Computer-Animation
erhélt beispielsweise der Truck Signale von drei Satelliten. Wenn die
Stellung der Satelliten bekannt ist, kann aus deren Entfernung vom
Truck dessen genaue Position bestimmt werden. Das Empfangsgerat
im Lastwagen muss die Signale der Satelliten unterscheiden kénnen.

Weil aber nur auf einer Frequenz gesendet wird, ist das mit den klas-
sischen Verfahren (wie etwa beim Radio) nicht moglich. Man benutzt
dazu eine Frequenzspreizung mit Hilfe orthogonaler Sequenzen.

Bis zum Ende des Jahrzehnts soll das neue Satelliten-Navigationssys-
tem fur den Auto-, Flug- und Schiffsverkehr einsatzbereit sein, dann
werden 30 Satelliten in einer Hohe von etwa 23 600 Kilometern die
Erde umrunden. Mit Galileo will Europa die Vormachtstellung der US-
Variante GPS brechen. Galileo soll genauer arbeiten und vor allem fiir

zivile Dienste eingesetzt werden.

Foto: ESA/dpa

Signale empfangt? Das gelingt,
indem man jedem Sender eine
charakteristische ,Sequenz*
bestehend aus Nullen und Ein-
sen zuordnet. Diese Sequenzen
sind sozusagen die Sprache der
Satelliten. Weil jeder Satellit
eine andere Sprache spricht,
kann der Empfianger das fur
ihn bestimmte Signal einfach
herausfiltern, weil sich die
Sprachen stark voneinander
unterscheiden. Mathematiker
sagen, die Signalsequenzen
sollen (fast) orthogonal sein.
Orthogonal ist ein Begriff
aus der Geometrie. Die meisten
Leser werden unter orthogona-
len Linien solche verstehen, die
senkrecht aufeinander stehen.
Man kann diesen Begriff aber
auch auf Situationen verallge-
meinern, wo ,senkrecht® zu-
nachst einmal keinen Sinn
mehr ergibt. Orthogonal be-
deutet dann, moglichst unter-
schiedlich zu sein: Zwei Gera-
den, die senkrecht aufeinander

stehen, sind so verschieden wie
das nur sein kann. Und das ist
genau die Eigenschaft, die
beim GPS ausgenutzt wird:
Man wahlt dort Gold-Sequen-
zen, die sich jeweils stark von-
einander unterscheiden (etwas
formaler: ihre Kreuzkorrelati-
on ist klein). Dabei bedeutet
Gold nicht das Edelmetall,
sondern ist der Name eines
Wissenschaftlers aus Kalifor-
nien, der in den 60er Jahren an
einigen Eliteuniversitaten der
USA studiert hat und heute
Prasident der ,,Robert Gold
Comm Systems, Inc.“ ist.

Unubertreffbare
Gold-Sequenzen

Beim GPS werden Sequen-
zen der Liange 1023 benutzt,
das heifit, man hat eine Folge
von 1023 aufeinander fol-
genden Zahlen 0 und 1. Jedem
der 32 GPS-Satelliten wird

eine eigene Sequenz zugeord-
net, und diese 32 Sequenzen
sind ganz unterschiedlich. Es
gibt clevere mathematische
Methoden, wie man solche gu-
ten Folgen findet.
Interessanterweise besteht
ein enger Zusammenhang zum
Losen quadratischer Glei-
chungen, man muss nur etwas
verallgemeinern: Statt qua-
dratischer Gleichungen mit
nur einer Unbekannten x be-
trachtet man Gleichungen mit
mehreren Variablen, und statt
mit den tiblichen Zahlen rech-
net man mit endlichen Zahlbe-
reichen (man definiert einfach
1+1=0 und beschrankt sich auf
die zwei Zahlen 0 und 1). Hier
zeigt sich die Leistungsfahig-
keit von Mathematik: Eine
einmal entwickelte Theorie
(die Theorie quadratischer
Gleichungen) kann auf viele
verschiedene Gebiete ange-
wendet werden. Die Sequen-
zen beim GPS basieren auf

O 22. Mai, 20 Uhr, Moritz-
hof: Pisa Bach Pythagoras
(Musik-Kabarett).

Dr. Dietrich ,,Piano” Paul
verspricht ,Lachen nach
Zahlen”. Der Mathematiker,
Musiker und Kabarettist
bietet ein iberraschendes
Kabarett zu den Fragen:
Was haben Mathematik und
eine ,musikalische Fuge”,
Mengenlehre und Noten
gemeinsam und wie kann
man zwischen Bach und
Pythagoras jonglieren? Zwei
Stunden SpalB, nicht nur fir
Mathematiker.

O 28. Mai, 20 Uhr, CineMath-
Filmfestival: ,Pl — System
im Chaos” (USA, 1998) -

Veranstaltungen der Universitit Magdeburg

Wissenschaftsjahr

Der Film von Darren Aro-
nofsky handelt von dem
paranoiden Mathematiker
Max Cohen, der glaubt, dass
alles in der Natur anhand
von Zahlen verstanden wird.
Mit Hilfe seines Computers
versucht er, vorhersehbare
Muster in den Kursdaten
der Borsen zu finden. Dabei
stoft er auf eine 216-stellige
Zahl. Diese Zahl wird Cohen
zum Verhangnis...

O 29. Mai, 17 Uhr, Festung
Mark: ,,Der mathematische
Blick: Der Raum - ein The-
ma mit Variationen”.

Prof. Dr. J6rg M. Wills
(Universitét Siegen) befasst
sich mit drei historisch und
mathematisch besonders
wichtigen Beispielen — un-
seren ,Anschauungsraum”
und zwei Variationen, die
gekriimmten und die hoch-
dimensionalen Raume. An
ihnen zeigen wir den Uber-
gang von der (scheinbar
nutzlosen) mathematischen
Idee zur Anwendung in der
realen Welt.

www.ovgu.de/jdm2008

denselben  Gleichungstypen
wie diejenigen, mit denen man
Kreise und Kugeln beschrei-
ben kann.

Aber Mathematiker koénnen
noch mehr: Sie kénnen auch
beweisen, dass die eingesetzten
Verfahren bestmoglich sind:
Kein Ingenieur muss versu-
chen, noch bessere als die er-
wahnten Gold-Sequenzen zu
finden, weil man mathematisch
préazise zeigen kann: Besser als
mit Gold geht es nicht.

Ahnliche Sequenzen werden
beim UMTS verwendet, dem
zur Zeit aktuellen Mobilfunk-
standard. Es ist klar, dass auch
beim Mobilfunk aus einem Ge-
misch ganz unterschiedlicher
Signale das richtige herausge-
funden werden muss, und das
macht man mit einer auf den
Gold-Sequenzen beruhenden
Frequenzspreizung. Es gibt
noch etliche Varianten solcher
Multiplexverfahren, bei denen
Information , gespreizt” wird,
um mehreren Nutzern Zugriff
auf eine beschrinkte Ressour-
ce, namlich das zur Verfigung
stehende Frequenzband, zu er-
moglichen: Alle diese Verfah-
ren sind technische Herausfor-
derungen, und alle haben einen
ganz wesentlichen ,mathema-
tischen Kern*.

Auch  Mathematikerinnen
und Mathematiker aus Magde-
burg arbeiten an der Konstruk-
tion guter Signalfolgen und
verwandten Fragestellungen.
Dabei sind in den letzten Jah-
ren gemeinsam mit Koopera-
tionpartnern aus Norwegen,
Frankreich, den USA und Bel-
gien einige theoretisch tiberra-
schende Ergebnisse erzielt
worden.

Lesen Sie am 14. Juni von
Prof. Dr. Heidemarie Briisel
,,Das Gehemnis der Schildkro-
te — Mathematik der Latei-
nischen Quadrate*



MATHEMATIK IN GPS, UMTS UND ANDEREN
DRAHTLOSEN NETZWERKEN

ALEXANDER POTT

.,Du kannst mehr Mathe als du denkst”, so lautet das Motto einer
Plakataktion zum Jahr der Mathematik. Schauen wir uns ein Beispiel
an: Sie sind bei einer Party. Alle Menschen reden durcheinander. Sie
sind einem Mix ganz unterschiedlicher akustischer Signale ausgesetzt,
und trotzdem gelingt es Thnen (in der Regel), Thren Gespriachspartner
zu verstehen. Sie filtern also aus dem Rauschen die fiir sich relevan-
te Information heraus. Die Volksstimme berichtete am 6. Mérz 2009
dariiber, dass Magdeburger Hirnforscher daran arbeiten, diesen Vor-
gang zu verstehen: Es ist eine beeindruckende Leistung unseres Gehirns,
die in technischen Anwendungen nur unter Einsatz raffinierter mathe-
matischer Methoden gelingt. Drahtloses Internet und mobiles Telefonie-
ren sind fiir viele Menschen aus ihrem Leben nicht mehr wegzudenken.
Das bedeutet, dass eine Fiille an Informationen in Form elektromagne-
tischer Wellen durch den Ather schwirrt, und wir méchten natiirlich
an unseren Endgerdten die fiir uns bestimmte Information abgreifen,
genauso wie wir bei einer Party gerne das langweilige Gerede unseres
Tischnachbarn ausblenden, um uns am interessanten Gespréich einige
Plétze entfernt zu beteiligen.

Welche Losungsmoglichkeiten gibt es? Wir konnen jedem Sender
eine eigene Frequenz zuweisen, auf der gesendet wird, so wie wir es
vom Radio her gewohnt sind. Dieses Verfahren hat sich lange bewéhrt,
aber mit den zunehmenden Anforderungen im Drahtlosverkehr sind
neue Losungen gefordert. Man versucht heute, Information nicht nur
auf einer Frequenz zu iibertragen, sondern das Signal auf einen ganzen
Frequenzbereich zu verteilen (spreizen), so dass man auch von ,,Fre-
quenzspreizverfahren” spricht. Ein Vorteil: Hort jemand die Signale ab,
so kann er/sie kaum feststellen, ob iiberhaupt etwas gesendet wurde.
Das gesendete Signal unterscheidet sich fiir einen Lauscher kaum vom
sogenannten Rauschen. Diese Eigenschaft war die urspriingliche mi-
litdrische Motivation fiir die Entwicklung der modernen ,,spread spec-
trum” Technologien.
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Jeder Vorteil hat einen Nachteil: Wenn das gesendete Signal sich
anhort wie zufilliges Rauschen, wie kann man dann als Empfanger die
Information herausfiltern? Und genau an dieser Stelle kommt die Ma-
thematik ins Spiel. Erlautert sei dies an Hand einer téglichen Anwen-
dung: Das Global Positioning System (GPS) kennt heute fast jeder.
Ein GPS-Empféanger kann Signale von mehreren Satelliten empfangen,
und durch eine sehr genaue Synchronisation der Signale ist es mdoglich,
aus deren Laufzeit die Entfernung zu den
Satelliten zu bestimmen und damit die ex-
akte Position auf der Erde. Nun sendet
aber jeder Satellit auf derselben Frequenz,
andernfalls miisste ein GPS Empfianger
ja wie ein Radio funktionieren, das viele
Sender gleichzeitig horen kann, und dies
wére zu aufwindig. Wie kann dann aber
ein Empfanger entscheiden, von welchem
Satellit aus er seine Signale empfangt?
Das gelingt, indem man jedem Sender eine
charakteristische ,,Sequenz” bestehend
aus 0’en und 1’en zuordnet. Die Satelliten senden fortwéhrend solche
Signalfolgen, und diese Folgen sollen (fast) orthogonal sein. Was be-
deutet das? Orthogonal ist ein Begriff aus der Geometrie. Die meisten
Leser werden unter orthogonalen Linien solche verstehen, die senkrecht
aufeinander stehen. Man kann diesen Begriff aber auch auf Situationen
verallgemeinern, wo ,,senkrecht” zunéchst einmal keinen Sinn mehr
macht. Orthogonal bedeutet dann, moglichst unterschiedlich zu sein:
Zwei Geraden, die senkrecht aufeinander stehen, sind so verschieden
wie das nur sein kann. Und das ist genau die Eigenschaft, die beim
GPS ausgenutzt wird: Man whlt dort Gold-Sequenzen, die sich jeweils
stark voneinander unterscheiden (etwas formaler: ihre Kreuzkorrelati-
on ist klein). Dabei bedeutet Gold nicht das Edelmetall, sondern einen
Wissenschaftler aus Kalifornien, der in den 60er Jahren an einigen Eli-
teuniversitiaten der USA studiert hat (u. a. MIT und Harvard) und zur
Zeit Prasident der ,,Robert Gold Comm Systems, Inc.” ist.

Beim GPS werden Sequenzen der Linge 1023 benutzt, d. h. man
hat eine Folge von 1023 aufeinander folgenden Zahlen 0 und 1. Jedem
der 32 GPS-Satelliten wird eine eigene Sequenz zugeordnet, und diese
32 Sequenzen sind ganz unterschiedlich. Es gibt clevere mathematische
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Methoden, wie man solche guten Folgen findet. Interessanterweise be-
steht ein enger Zusammenhang zum Losen quadratischer Gleichungen,

man muss nur etwas verallgemeinern: Statt quadratischer Gleichungen
mit nur einer Unbekannten x betrach-

tet man Gleichungen mit mehreren
Variablen, und statt mit den iibli-
chen Zahlen rechnet man mit endli-
chen Zahlbereichen (man definiert ein-
fach 1 + 1 = 0 und beschrankt sich auf
die zwei Zahlen 0 und 1). Hier zeigt
sich die Leistungsfahigkeit von Mathe-
matik: Eine einmal entwickelte Theo-
rie (die Theorie quadratischer Glei-
chungen), kann auf viele verschiedene
Gebiete angewendet werden. Die Se-
quenzen beim GPS basieren auf den-
selben Gleichungstypen wie diejenigen,
mit denen man Kreise und Kugeln be-
schreiben kann!

Aber Mathematiker kénnen noch mehr: Sie kénnen auch beweisen,
dass die eingesetzten Verfahren bestmoglich sind: Kein Ingenieur muss
versuchen, noch bessere als die erwahnten Gold-Sequenzen zu finden,
weil man mathematisch prézise zeigen kann: Besser als mit Gold geht
es nicht!

Anhnliche Sequenzen werden beim UMTS verwendet, dem zur Zeit
aktuellen Mobilfunkstandard. Es ist klar, dass auch beim Mobilfunk-
standard. Es ist klar, dass auch beim Mobilfunk aus einem Gemisch
ganz unterschiedlicher Signale das richtige herausgefunden werden muss,
und das macht man mit einer auf den Gold-Sequenzen beruhenden Fre-
quenzspreizung. Es gibt noch etliche Varianten solcher Multiplexver-
fahren, bei denen Information ,,gespreizt” wird, um mehreren Nutzern
Zugriff auf eine beschréankte Ressource, ndmlich das zur Verfiigung ste-
hende Frequenzband, zu ermoglichen: Alle diese Verfahren sind techni-
sche Herausforderungen, und alle haben einen ganz wesentlichen ,,ma-
thematischen Kern”.
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Auch Mathematikerinnen und Mathematiker aus Magdeburg arbei-
ten an der Konstruktion guter Signalfolgen und verwandten Fragestel-
lungen. Dabei sind in den letzten Jahren gemeinsam mit Kooperati-
onspartnern aus Norwegen, Frankreich, USA und Belgien einige theo-
retisch iiberraschende Ergebnisse erzielt worden.

Mathematik ist faszinierend: FEinerseits ist
sie reine Geisteswissenschaft. Mathemati-
sche Ideen existieren unabhdngig von allem
Materiellen. Andererseits ist Mathematik die
Querschnittswissenschaft, die in allen Natur-
und Ingenieurwissenschaften bendtigt wird,
um unsere materielle Welt zu beschreiben.

Alexander Pott

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDBEURG, FAKULTAT FUR MATHE-
MATIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG



MENSCH & WISSEN

Volksstimme

Der mathematische Blick (Teil 5)

Das Geheimnis der Schildkrote

Mathematik ist Uberraschung,
Abenteuer und Experiment.
Professoren der Fakult:it fiir
Mathematik an der Otto-von-
Guericke-Universitat Magde-
burg nehmen das ,,Jahr der
Mathematik* zum Anlass, um
dies in einer Beitragsreihe zu
veranschaulichen. Im 5. Teil
geht es um magische Quadrate.

Von Prof. Dr. Heidemarie Brasel

Nach einer chinesischen Le-
gende tauchte 2200 Jahre vor
der Zeitrechnung taglich eine
Schildkrote aus dem Fluss Lo
auf und trug auf ihrem Riicken
ein Zahlenquadrat aus den
Zahlen 1 bis 9, das sogenannte
Lo-Shu-Quadrat. Die Zahlen
sind in das 3x3-Quadrat so ein-
getragen, dass die Summe der
Zahlen in jeder Zeile, in jeder
Spalte und in den beiden Dia-
gonalen jeweils 15 (Anzahl der
Tage zwischen Vollmond und
Neumond) ist.

In der Mitte steht eine 5 fiir
die fiinf Elemente im alten
China: Erde, Holz, Feuer, Me-
tall und Wasser. Erst als die
Menschen dieses Quadrat als
Sinnbild fiir die Harmonie der
Welt erkannten, wurden ihre
Gebete an die Gotter erhort
und die verheerende Uber-
schwemmung des Flusses ging
zuriick. (Bild 2).

Allgemein bezeichnet man
ein n mal n Quadrat aus den
Zahlen 1 bis n? als magisches
Quadrat der Ordnung n, wenn
die Summe der Zahlen jeder
Zeile, jeder Spalte und der bei-
den Diagonalen die gleiche ist.
Diese magische Summe des
Quadrats ergibt sich als Sum-
me aller Zahlen im Quadrat,
geteilt durch die Anzahl der
Zeilen.

Solchen Quadraten wurden
magische Kriafte zugeschrie-
ben. Man gravierte sie auf
Amulette und ordnete jedem
Planeten eins zu. Die Schreib-
und Rechenmeister vor Erfin-
dung des Buchdrucks hatten
oft ein magisches Quadrat als
ihr Markenzeichen.

Sudoku lebt von
lateinischen Quadraten

Wie lassen sich solche Zah-
lenquadrate erzeugen? Schon
Adam Ries gibt 1574 in seinem
Rechenbiichlein eine Kons-
truktionsvorschrift fiir ein ma-
gisches Quadrat der Ordnung 3
an. Eine mogliche Konstrukti-
on fiir magische Quadrate un-
gerader Ordnung soll hier fiir
die Ordnung 5 beschrieben
werden (Bild 3): Man ordne die
Zahlen von 1 bis 25 diagonal
versetzt an, wie in Bild 3 ge-
zeigt wird. Dann markiert man
das b5x5-Mittelquadrat und
verschiebt jeweils die drei ver-
bliebenen Zahlen gemeinsam
soweit wie moglich in die frei-
en Stellen dieses 5x5-Quadrats,
und zwar von Ost nach West,
von West nach Ost, von Nord
nach Sid und von Sid nach
Nord, fertig. Ubrigens entsteht
auch das Lo-Shu-Quadrat
nach dieser Vorschrift.

Warum entsteht dabei ein
magisches Quadrat? Jede Zahl
z von 1 bis 25 kann in der Form
z =a mal 5 + b dargestellt wer-
den, wobei der Rest b nur Wer-
te von 1 bis 5 annehmen darf.
ZumBeispielist16 =3 mal 5 + 1
(a=3,b=1)oderl5=2mal5+5
(a=2, b=5). Die Werte von a
und b fir eine Zahl z lassen
sich aus Bild 3 ablesen, indem
man von der Zahl z aus diago-
nal nach links oder rechts oben
geht, bis man die a- bzw. die b-
Werte erreicht. Auf diese Weise
lasst sich unser Quadrat in ein
a- und ein b-Quadrat zerlegen,
wie in Bild 4 dargestellt ist.

Durch die Konstruktionsvor-
schrift kommt jede Zahl von 0
bis 4 in dem a-Quadrat in jeder
Zeile und Spalte genau einmal
vor, dies trifft fiir die Zahlen
1 bis 5 im b-Quadrat ebenfalls
zu. Bei zeilenweiser oder spal-
tenweiser Summierung der
Zahlen im konstruierten Qua-
drat muss sich darum immer
die gleiche Summe ergeben.

Etwas mehr Arbeit erfordert
der Beweis, dass auch die Sum-
me auf den Diagonalen ma-
gisch ist. Dies ist eine Aufgabe
fiir die Tiftler unter Thnen.

Die beiden entstehenden Qua-
drate sind so genannte latei-
nische Quadrate, auch bei ihnen
ist die Summe der Zahlen in je-

Etwa 2200 Jahre vor

unserer Zeitrechnung ...

=a-5+h

Bild 4: Aus einem magischen Quadrat der Ordnung 5 entstehen zwei
lateinische Quadrate der Ordnung 5, die zueinander orthogonal sind.

der Zeile und Spalte gleich, nur
taucht jeder Eintrag genau 5
mal auf. Die Quadrate haben
Uberdies eine besondere Eigen-
schaft: Auf den Feldern, auf de-
nen dieselbe Zahl im a-Quadrat
steht, stehen im b-Quadrat je-
weils die Zahlen 1 bis 5. In Bild
4 ist dies fiir die Zahl 1 markiert.
Solche lateinischen Quadrate
stehen orthogonal zueinander.
Allgemein werden in einem
lateinischen Quadrat der Ord-
nung n die Zahlen 1 bis n (oder
0 bis n-1) so in den Zeilen und
Spalten angeordnet, dass jede

Zahl genau einmal in jeder
Zeile und Spalte steht. Wenn
Sie im Sudoku-Fieber sind,
dann kennen Sie zur Genlige
lateinische 9x9 Quadrate.
DieBezeichnung ,lateinische
Quadrate” geht auf den be-
kannten Mathematiker Leon-
hard Euler (1707-1783) zurtick,
der lateinische Buchstaben an-
stelle von Zahlen verwendete.
Euler benutzte lateinische
Quadrate fiir das 36-Offiziers-
problem: Fiir eine Militadrpara-
de sollten 36 Offiziere aus 6
verschiedenen  Regimentern

— 4

— 34

A

— 34

— 34

|

Vo

< Magische Summe: 34 >

Bild 1: Der Kupferstich ,Melancholie”, in dem Albrecht Diirer die tiefe
Trauer um den Tod seiner Mutter im Jahr 1514 thematisiert, enthalt
ein magisches Quadrat der Ordnung 4. Die magische Summe 34 ent-
steht darin als Summe der 4 Innenfelder, der 4 Eckfelder, auf den Ecken
eines eingefligten Quadrates (5+2+12+15) oder eines Drachenvierecks
(10+2+8+14). Legt man durch den Mittelpunkt des Quadrats eine Ge-
rade, ist auch die Summe aller Zahlen auf den Feldern, durch die die
Gerade geht (z.B. 2+11+6+15), magisch. Welch Wunder der Zahlen!

Bild 3: Konstruktion eines magischen Quadrates der Ordnung 5 mit

der magischen Summe 65.

Kime P

3 4

31 2 | nimer
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Stundenplan

b bisss 4

Bild 5: Mit Hilfe eines lateinischen Quadrats kann ein Stundenplan
konstruiert werden, der am wenigsten Zeit benétigt.

und mit 6 verschiedenen
Dienstgraden so in einem 6x6-
Block aufgestellt werden, dass
in jeder Zeile und Spalte des
Blocks jedes Regiment und je-
der Dienstgrad genau einmal
vertreten war. Also hatte Euler
zwei lateinische Quadrate der
Ordnung 6 zu bestimmen, das
erste fiir das Regiment, das
zweite fiir den Dienstgrad. Da-
mit nicht genug, die beiden
mussten orthogonal zueinan-
der sein, da aus einem festen
Regiment jeder Dienstgrad
vorkommen musste.

So sehr sich Euler auch
miihte, er fand keine zwei zu-
einander orthogonale Quadrate
der Ordnung 6. Erst 200 Jahre
spater war mathematisch be-
wiesen: Es gibt zueinander or-
thogonale Quadrate aller Ord-
nungen n>2 - nur fir die
Ordnung 6 existieren keine.

Was einst als Spielerei be-
gann, hat heute erfolgreiche
mathematische = Anwendung
auf vielen Gebieten gefunden.
Ein Beispiel ist das folgende
Stundenplanproblem: Die
Klassen 2, 3 und 4 werden von

Frau Miiller, Frau Schmidt und
Herrn Krause in drei verschie-
denen Féachern jeweils eine
Stunde unterrichtet. Es wird
ublicherweise vorausgesetzt,
dass in einer Unterrichtsstun-
de genau ein Lehrer vor genau
einer Klasse steht. Es ist ein
Stundenplan aufzustellen, der
insgesamt wenig Zeit in An-
spruch nimmt.

Werden alle Unterrichtsstun-
den hintereinander gegeben,
braucht man 9 Stunden, und
dies ist der schlechteste Stun-
denplan. Da insgesamt 9 Un-
terrichtsstunden von 3 Leh-
renden zu geben sind, werden
mindestens 3 Stunden ge-
braucht. Die beste Losung
kann durch ein lateinisches
Quadrat mit den Eintrégen 1, 2
und 3 beschrieben werden: jede
Zeile entspricht einem Lehrer
und jede Spalte entspricht ei-
ner Klasse. Alle Unterrichts-
stunden, denen im Quadrat
eine 1 zugeordnet ist, werden
zuerst abgehalten, dann folgen
alle mit einer 2 und schliefilich
alle mit einer 3.

Stundenplan-Problem
in der Wirtschaft

So einfach sind Stundenpla-
ne, wenn man keine weiteren
Nebenbedingungen hat. Erst
die vielen zusatzlichen Bedin-
gungen — nicht jeder Lehrer
unterrichtet jedes Fach, nicht
jeder Lehrer kann zu jedem
Zeitpunkt unterrichten, nicht
Mathe nach Sport — machen
das Problem so schwierig, dass
man oft damit zufrieden sein
muss, Uberhaupt eine Losung
zu finden, geschweige denn die
beste (Bild 5).

Probleme vom Stundenplan-
typ sind in der Wirtschaft sehr
verbreitet. Wenn man zum Bei-
spiel in dem kleinen idealen
Stundenplan die Klassen als
Auftrdge und die Lehrer als
Maschinen interpretiert, wobei
die Bearbeitung eines Auftrags
auf einer Maschine genau eine
Zeiteinheit dauert, entsteht mit
dem besten Stundenplan gera-
de ein zeitminimaler Bearbei-
tungsplan der Auftrige auf den
Maschinen.

Nattirlich ist es in der Praxis
selten der Fall, dass die Anzahl
der Auftrage gerade gleich der
Anzahl der Maschinen ist.
Dann werden aus den latei-
nischen Quadraten lateinische
Rechtecke. Dariiber hinaus
werden selten alle Bearbei-
tungszeiten 1 sein.

Weitere Bedingungen kom-
men hinzu, wie das Einhalten
von Falligkeitsterminen fiir die
Auftriage oder die Einplanung
von Umriistzeiten fiir die Ma-
schinen. Die Aufgabe der Ma-
thematiker besteht dann darin,
gemeinsam mit den Technolo-
gen alle Bedingungen fiir den
Produktionsablauf zu erfassen
und das Ziel der Optimierung
festzulegen.

Dann sind die Mathematik-
experten gefragt, die als erstes
die Frage zu beantworten ha-
ben: Ist tiberhaupt eine exakte
Losung des Problems mit Hilfe
des Computers in vertretbarer
Zeit zu bestimmen? In der
uberwiegenden Anzahl der
Probleme wird dies nicht der
Fall sein, also miissen geeig-
nete Algorithmen entwickelt
werden, um eine moglichst gute
Né&herungslésung in einer ak-
zeptablen Zeit zu ermitteln.

Lesen Sie am 12. Juli in die-
ser Reihe den Beitrag ,,Prim-
zahlen sind der Wahnsinn“ von
Prof. Dr. Wolfgang Willems.

Wettbewerb

Die TU Berlin und die Uni
Magdeburg geben Schiilern
ab der 10. Klasse die M6g-
lichkeit, ihr mathematisches
Geschick  auszuprobieren.
Vier Universitatsprofessoren
haben zu je einem Thema
der Diskreten Mathematik
(befasst sich mit endlichen
mathematischen Strukturen)
einen Aufgabenblock ausge-
arbeitet. Als Losung geni-
gen elementare, geschickt
zusammengestellte Schlisse.
Die Aufgaben werden am
22. Juni veroffentlicht: www.
math.tu-berlin.de/~felsner/
DMSWe. Einsendeschluss ist
am 15. September.

O 24. Juni, 17 Uhr, Festung
Mark: , Digitale Geometrie
fiir virtuelle Welten” (Prof.
Dr. Konrad Polthier, FU Berlin)
Die virtuelle Welt von
SecondLife und der neueste
Blockbuster aus Hollywood
sind ohne digitale Geomet-
rien undenkbar. Anschaulich,
schildert der Vortrag die
Anwendungen der moder-
nen Geometriebearbeitung
vom 3D-Scanner bis zum
3D-Drucker vom animierten
3D-Charakter zu 3D-Model-
len unserer Stadte.

O 3. Juli, 17 Uhr, Festung
Mark: , U-Bahn fahren,

Veranstaltungen der Universitit Magdeburg

Wissenschaftsjahr

Schiffe versenken und
,heile’ Laptops: Mathema-
tische Probleme im Alltag”
(Prof. Dr. Peter Gritzmann,
TU Miinchen)
Zweiundvierzig? Die Ant-
wort auf das Leben, das Uni-
versum und den ganzen Rest
— eine Zahl? Soweit wiirden
nicht einmal die Mathemati-
ker gehen, dass ,alles Zahl”

ist obwohl dies schon Pytha-
goras behauptet hat. Aber
tatsachlich hat Mathematik
fast alle Bereiche unseres
Lebens durchdrungen.

O Fimfestival CineMath
8. Juli, 20 Uhr, Moritzhof:
21" (USA, 2008), Regie:
Robert Luketic mit Kevin
Spacey, Jim Sturgess, Kate
Bosworth. Der Film zeigt die
Aktivitdten von Gliicksspielern
der MIT Blackjack Teams, die
seit 1979 die Spielcasinos in
aller Welt bereisten und grofRe
Gewinnsummen erspielten.

www.ovgu.de/jdm2008

Ergdnzungen

O Unter www.geocities.
com/~harveyh/ gibt es
neben magischen Qua-
draten auch magische
Sterne und Kreise.

O Unter www.trump.
de/magic-squares/index.
html findet man perfekte
magische Wiirfel, bei
denen sogar die Raum-
diagonalen die magische
Summe haben.

O In dem Buch , Discrete
Mathematics Using Latin
Squares” von Laywine
und Mullen sind weitere
Anwendungen von
lateinischen Quadraten
enthalten.




DAS GEHEIMNIS DER SCHILDKROTE

HEIDEMARIE BRASEL

Nach einer chinesischen Legende tauchte 2200 Jahre vor der Zeit-
rechnung téglich eine Schildkréte [ aus dem chinesischen Fluss Lo auf
und trug auf ihrem Riicken ein Zahlenquadrat aus den Zahlen 1 bis
9, das so genannte Lo-Shu Quadrat. Die Zahlen sind in das 3x3 Qua-
drat so eingetragen, dass die Summe der Zahlen in jeder Zeile, in jeder
Spalte und in den beiden Diagonalen jeweils 15 (Anzahl der Tage zwi-
schen Vollmond und Neumond) ist. In der Mitte steht eine 5 fiir die
fiinf Elemente im alten China: Erde, Holz, Feuer, Metall und Wasser.
Erst als die Menschen dieses Quadrat als Sinnbild fiir die Harmonie
der Welt erkannten, wurden ihre Gebete an die Gotter erhort und die
verheerende Uberschwemmung des Flusses ging zuriick.

DaAs Lo-SHU QUADRAT - SINNBILD FUR DIE HARMONIE DER WELT

Allgemein bezeichnet man ein n mal n Quadrat aus den Zahlen 1 bis
n? als magisches Quadrat der Ordnung n, wenn die Summe der Zahlen
jeder Zeile, jeder Spalte und der beiden Diagonalen die gleiche ist.
Diese magische Summe des Quadrats ergibt sich als Summe aller Zahlen

!Abdruck der Schildkrstenzeichnung mit freundlicher Genehmigung von LINDA
BRAATZ-BROWN, lindabb@Qucr.edu
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im Quadrat geteilt durch die Anzahl der Zeilen. Solchen Quadraten
wurden magische Krifte zugeschrieben. Man gravierte sie auf Amulette
und ordnete jedem Planeten eins zu. Die Schreib- und Rechenmeister
vor Erfindung des Buchdrucks hatten oft ein magisches Quadrat als ihr
Markenzeichen.

Auf dem Kupferstich Melancholie von Albrecht Diirer ist ein magi-
sches Quadrat der Ordnung 4 enthalten. Das Bild l&sst dem Betrachter
die tiefe Trauer von Diirer zum Verlust seiner Mutter spiiren, die im
Jahre 1514, dem Entstehungsjahr des Kunstwerkes, starb. Die magische
Summe 34 entsteht in Diirers Quadrat auch z.B. als Summe der vier
Innenfelder, der vier Eckfelder, auf den Ecken eines eingefiigten Qua-
drats (542412+415) oder eines Drachenvierecks (10+2+8+14). Legt
man durch den Mittelpunkt des Quadrats eine Gerade, ist auch die
Summe aller Zahlen auf den Feldern, durch die die Gerade geht (z.B.
2+1146+15), magisch. Welch Wunder der Zahlen!

ALBRECHT DURER: MELENCOLIA I (1514)

Wie lassen sich solche Zahlenquadrate erzeugen? Schon Adam Ries
gibt in seinem Rechenbiichlein aus dem Jahre 1574 eine Konstruktions-
vorschrift fiir ein magisches Quadrat der Ordnung 3 an. Eine mogliche
Konstruktion fiir magische Quadrate ungerader Ordnung soll hier fiir
die Ordnung 5 beschrieben werden: Man ordne die Zahlen von 1 bis 25
diagonal versetzt an, wie im folgenden Bild gezeigt wird. Dann markiert
man das 5x5 Mittelquadrat und verschiebt jeweils die drei verbliebenen



Das Genemvinis DER SCHILDKROTE 3

Zahlen gemeinsam soweit wie moglich in die freien Stellen dieses 5x5
Quadrats, und zwar von Ost nach West, von West nach Ost, von Nord
nach Siid und von Siid nach Nord, fertig! Ubrigens entsteht auch das
Lo-Shu Quadrat nach dieser Vorschrift!

0 1
1 1 2
2 6 2 3
3 11 7 3 4
4 16] |12 8 4 5
a 21 17| |13 9 5 \b
2| (18] [14] |10
23| |19| |15 -"

24 20 11124 7 |20 |3

25 412
17.| 5113 ,21| 9

Magische Summe: 65 IQ 18 | 1 | 14 |22
236 192 |15

KONSTRUKTION EINES MAGISCHEN QUADRATS DER ORDNUNG 5

Warum entsteht dabei ein magisches Quadrat? Jede Zahl z von 1
bis 25 kann in der Form z = a - 5 + b dargestellt werden, wobei der
Rest b nur Werte von 1 bis 5 annehmen darf, z.B. ist 16 = 3 -5+ 1
(@ =3,b=1)oder 15 =2-5+5 (a = 2,b = 5). Die Werte von a
und b fiir eine Zahl z lassen sich aus dem Bild auf der folgenden Seite
ablesen, indem man von der Zahl z aus diagonal nach links bzw rechts
oben geht, bis man die a- bzw. die b-Werte erreicht. Auf diese Weise
lasst sich unser Quadrat in ein a- und ein b-Quadrat zerlegen. Durch die
Konstruktionsvorschrift kommt jede Zahl von 0 bis 4 in dem a-Quadrat
in jeder Zeile und Spalte genau einmal vor, dies trifft fiir die Zahlen
1 bis 5 im b-Quadrat ebenfalls zu. Bei zeilenweiser bzw. spaltenweiser
Summierung der Zahlen im konstruierten Quadrat muss sich darum
immer die gleiche Summe ergeben. Etwas mehr Arbeit erfordert der
Beweis, dass auch die Summe auf den Diagonalen magisch ist. Dies ist
eine Aufgabe fiir die Tiiftler unter Ihnen.

Die beiden entstehenden Quadrate sind so genannte lateinische Qua-
drate, auch bei ihnen ist die Summe der Zahlen in jeder Zeile und Spalte
gleich, nur taucht jeder Eintrag genau 5 mal auf. Die Quadrate haben
iiberdies eine besondere Eigenschaft: Auf den Feldern, auf denen die-
selbe Zahl im a-Quadrat steht, stehen im b-Quadrat jeweils die Zahlen
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1124 7 |20 3
4 112425 8 |16

1715 (13|21 9
i 10/181 {1422
D, O,

23| 6 |19 2 (15

7=a'5+b

214 @|3]0 1 S Ps
0 43 4 A1
3 2 14|(D 2 1@
@[3]0[2]4 ® 4|2
4 3/0(2 3 2|53

4
2
0
3
@

AUS EINEM MAGISCHEN QUADRAT ENTSTEHEN ZWEI LATEINISCHE QUADRATE

von 1 bis 5. Im Bild ist dies fiir die Zahl 1 markiert. Man nennt solche
lateinische Quadrate orthogonal zueinander.

Allgemein werden in einem lateinischen Quadrat der Ordnung n die
Zahlen 1 bis n (oder 0 bis n — 1) so in den Zeilen und Spalten angeord-
net, dass jede Zahl genau einmal in jeder Zeile und Spalte steht. Wenn
Sie im Sudoku-Fieber sind, dann kennen Sie zur Geniige lateinische 9x9
Quadrate. Die Bezeichnung lateinische Quadrate geht auf den bekann-
ten Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783) zuriick, der lateinische
Buchstaben anstelle von Zahlen verwendete. Euler benutzte lateinische
Quadrate fiir das 36-Offiziersproblem: Fiir eine Militarparade sollten
36 Offiziere aus 6 verschiedenen Regimentern und mit 6 verschiedenen
Dienstgraden so in einem 6x6 Block aufgestellt werden, dass in jeder
Zeile und Spalte des Blocks jedes Regiment und jeder Dienstgrad ge-
nau einmal vertreten war. Also hatte Euler zwei lateinische Quadrate
der Ordnung 6 zu bestimmen, das erste fiir das Regiment, das zweite
fiir den Dienstgrad. Damit nicht genug, die beiden mussten orthogo-
nal zueinander sein, da aus einem festen Regiment jeder Dienstgrad
vorkommen musste. So sehr sich Euler auch miihte, er fand keine zwei
zueinander orthogonale Quadrate der Ordnung 6! Erst 200 Jahre spéter
war mathematisch bewiesen: Es gibt zueinander orthogonale Quadrate
aller Ordnungen n > 2, nur fiir die Ordnung 6 existieren keine!
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Was einst als Spielerei begann, hat heute erfolgreiche mathema-
tische Anwendung auf vielen Gebieten gefunden. Ein Beispiel ist das
folgende Stundenplanproblem: Die Klassen 2, 3 und 4 werden von Frau
Miiller, Frau Schmidt und Herrn Krause in drei verschiedenen Fachern
jeweils eine Stunde unterrichtet. Es wird {iblicherweise vorausgesetzt,
dass in einer Unterrichtsstunde genau ein Lehrer vor genau einer Klasse
steht. Es ist ein Stundenplan aufzustellen, der insgesamt wenig Zeit in
Anspruch nimmt. Werden alle Unterrichtsstunden hintereinander gege-
ben, braucht man 9 Stunden und dies ist der schlechteste Stundenplan.
Da insgesamt 9 Unterrichtsstunden von 3 Lehrenden zu geben sind,
werden mindestens 3 Stunden gebraucht. Eine beste Losung kann durch
ein lateinisches Quadrat mit den Eintragen 1, 2 und 3 beschrieben wer-
den: jede Zeile entspricht einem Lehrer und jede Spalte entspricht einer
Klasse. Alle Unterrichtsstunden, denen im Quadrat eine 1 zugeordnet
ist, werden zuerst abgehalten, dann folgen alle mit einer 2 und schlief3-
lich alle mit einer 3. So einfach sind Stundenplédne, wenn man keine
weiteren Nebenbedingungen hat! Erst die vielen zusétzlichen Bedin-
gungen, wie z.B. nicht jeder Lehrer unterrichtet jedes Fach, nicht jeder
Lehrer kann zu jedem Zeitpunkt unterrichten, nicht Mathe nach Sport,
machen das Problem so schwierig, dass man oft damit zufrieden sein
muss, iiberhaupt eine Losung zu finden, geschweige denn eine beste!

2 3

Klasse ’_‘
4 t Stundenplan

Miiller 1 3 2 Miiller Klassez [Khssed:

Schmidt| 3 | 9 "7 | Schmidt | Kiassed Klasse 2

Krause | 2 1 3 | Krause KIasseZ Klasse 4

0 1 it Rt

EIN LATEINISCHES QUADRAT FUHRT AUF EINEN OPTIMALEN STUNDENPLAN

Probleme vom Stundenplantyp sind in der Wirtschaft sehr verbrei-
tet. Wenn man z.B. in dem kleinen idealen Stundenplan die Klassen als
Auftrige und die Lehrer als Maschinen interpretiert, wobei die Bearbei-
tung eines Auftrags auf einer Maschine genau eine Zeiteinheit dauert,
entsteht mit dem besten Stundenplan gerade ein zeitminimaler Bear-
beitungsplan der Auftrage auf den Maschinen. Natiirlich ist es in der
Praxis selten der Fall, dass die Anzahl der Auftrige gerade gleich der
Anzahl der Maschinen ist. Dann werden aus den lateinischen Quadra-
ten lateinische Rechtecke. Dariiber hinaus werden selten alle Bearbei-
tungszeiten 1 sein. Weitere Bedingungen kommen hinzu, wie z.B. das
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Einhalten von Falligkeitsterminen fiir die Auftrage oder die Einplanung
von Umriistzeiten fiir die Maschinen. Die Aufgabe der Mathematiker
besteht dann darin, gemeinsam mit den Technologen alle Bedingungen
fiir den Produktionsablauf zu erfassen und das Ziel der Optimierung
festzulegen. Dann sind die Mathematikexperten gefragt, die als erstes
die Frage zu beantworten haben: Ist iiberhaupt eine exakte Losung des
Problems mit Hilfe des Computers in vertretbarer Zeit zu bestimmen?
In der iiberwiegenden Anzahl der Probleme wird dies nicht der Fall
sein, also miissen geeignete Algorithmen entwickelt werden, um eine
moglichst gute Naherungslosung in einer akzeptablen Zeit zu ermit-
teln.

Weitere interessante Informationen sind im Internet zu finden: Un-
ter www.geocities.com/ harveyh/ gibt es neben magischen Quadraten
auch magische Sterne und magische Kreise. Unter www.trump.de /magic-
squares/index.html findet man perfekte magische Wiirfel, hier haben
sogar die Raumdiagonalen die magische Summe! Sehr lesenswert ist
auch der Artikel FEdle magische Quadrate von Ch. Poppe in Spektrum
der Wissenschaften, 1, 1996. Eine Fiille von Anwendungen von lateini-
schen Quadraten sind in dem Buch Discrete Mathematics Using Latin
Squares von Laywine und Mullen enthalten.

THESEN ZUR MATHEMATIK

. Mathematik ist alles, was uns umgibt.

. Die Definitionen sind die Vokabeln der Mathematik.
. Die Sitze sind die Sprache der Mathematik.

. Die Beweise sind die Perlen der Mathematik.

. Mathematik betreiben ist harte Arbeit.

. Mathematik macht Spaf.

D Gt W~

HEIDEMARIE BRASEL

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDEBURG
FAKULTAT FUR MATHEMATIK
UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG

heidemarie.braesel@math.uni-magdeburg.de

Foto: Karin Lange, Otto-von-Guericke Universitit Magdeburg



MENSCH & WISSEN

Yolksstimime

Der mathematische Elick (Teil &)

Primzahlen sind der Wahnsinn*

Tlathamn atile ist Uh e aschung,
Abenteusr und Exparirnent.
Frofeszoren dor Falmltst fiar
Mathernatild an der Otto-won-
Ciznele-Thovarzsitit agd =-
burgnehroen das | Jahr dar
Matheratils' zurm Anlass, um
diz= in zinar Bentragsraihe mm
veranschaulichan, I 6 Tl
gzht = hantsum diz Faszanati-
ore wor Prirmzahl =m.

Yon Prof, D Waolf gan g Willam s

FPrirnzablen sind der Wahn-
snn ' - unterdieser Therschrift
beschnieb Agnieszlea Lehranm
W06 ihre Bindriclke iber den
Filmo |, Der Bewels — Liehe mwi-
schen Gente und Wablnann'',
dern  Ghwwryneth Paltrow die
Tochter sines an Demenz lei-
denden Mathernatilprofessors
spielt, der an Problem iiber
Primzahlen zu lésen versucht.

Ein Jahr spéter erschien der
spanische Film |, La habitation
de Fermat'. In ithm behauptet
ein Mathernatiler dasz er die
berithmte  Vermutung  von
Goldbach, sinern preufiischen
Mathematilter der zu Baginn
des 18, Jahrhunderts lebtas, be-
wiesen habe Die | Goldbach-
Termutung'' besagt, dass jede
natitrliche Zahl gréfier oder
geich 4 die Summe won zwel
Prnmzahlen ist. Also nacht noar
Matheratilkerhaben die Prim-
zahlen in ihren Bann gezogen,
sondern auch Filmldinstler und
nele andere.

Faszinierend, weil wir
sie nicht verstehen

Was aber stecld anter diesen
Fahlen, die offen bar eine nnge-
wihnliche Fasmnation ausi-
ben?

Frirnzahlen sind natirliche
Zahlen, die nur durch 1 und
sich selbst tedlbar sind, wobsel
var die 1 aus gewissen Griln-
den racht als Priraszahl =ihlen.
Dhe kleinsten aufeinander fol-
genden Primzahlen sind al=o

P Ve B e 2 SRR

Zie sind sozusagen die Bau-
steine, ans denen alle Fahlen
mfgebant sind, denn jede Zahl
1=t em Produki won Prm-
zahlen, etwa

Bl="2x2x3x5

Zchon der Grieche Euldid,
der wor etwa 2300 Jahren i
Alexandria lebte, wusste, dass
ez nnendlich pele Prnmzahlen
Abt. Wie man @e findet, hat
uns der griechische Matheroa-
tiker Eratosthenes von Eyrene
wenige Jahrzehnte nach dem
Tod won Euldid yerraten .

Zain YVerfahren ward heute
als das | Zieb des BEratosthe-
nes"" bezsichnet und funlktio-
ruert sehr einfach: Wil man
alle Prirnzahlen biz zu einer ge-
vwiassen Sahl n, etwa n=14 fin-
den, zo schreibt man alle Zah-
len mwischen T und 14 anf

2245672010 1112 12 14

Mun strecht man alle Yelfa-
chen der 2, aulier der 2 salb=t.

2945 F T F0 M 111713 14

Danach alle Wielfachen der
er=ten werblatbenden Fahl nach
a4 alsnﬂ? anlier d.fg 2 9;%]:5*,

D2ABHET 11 ¥ 13

Lrie mn:::%t gi\mchenen {14
len sind nun bereits alle Pram-
zahlen biz 14, da man nur die
Vielfachen derpenigen Prm-
zahlen streichen muss, deren
Chiadrat keiner oder gleich n
1=t Die Wielfachen der 5 muss
Enaan alzo racht mehr sreichen,

x5 =30 grdfierals 14 1=t

Was aber macht die Pram-
zahlen =o intereszant?

e Antwort 15t einfach: Wir
wrstehen sie nacht. The Anftre
ten scheant ywolllomren wirr =u
sein. Mal erscheinen sie dicht
hintereinander, etwa 2 und &
oder 5 und 7, und mal gkt e
@ofie Litclen, etwa mwischen
den Primmahlen 297 und 00%
eine Mistane won 19 Zahlen, die
alle keine Frirmzahlen sind. Di-
ese Lilclken kénnen sogar balie-
bug groli werden.

Die Vertsilung der Prim-
zahlen hat Bemhard Buemann
(182612667 in der nach ihm
benannten , Biernannschen Hy-
rothes=" beschrieben, BEs 1=t
eine Aussage iber dieMullstel-
len einer Funlktion £ auf die
vir hier nicht eingehen lon-
nen . B ist ein dalfierst schowie-
nges Problem, da f sebr Lom-
plimert 15t und o g@ibt ez s
hente auch keinen Bewesis da-
fiir. Bz 1=t nur eine Yermutung,

100z 31504 v1 =1

2
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Eriafmarke mit Mama da Farmat (1607-16465), dar hamusfand, dass dia Glaichung s + we =20 fiir n=2 kaina ganzzahligen Ldsungen hat

Crar
kdarin bdarsanne (1588-18648

frnadsiache  hathematikar

Was die Mathernatilter nun
extrern herausfordert, 1=t die
Tatzache, dass yiele Zatze in
der Mathematils zo0 beginnen:
Wenn die Riernannsche Hypo-
thess gilt, so @l anch "' Aber
die Hypothese ist nour eine Ve
rutung man welli nicht, obae
stirnrat, auch wenn yieles finr
thre Bichtigkeit sprichi. Man
1=t alzo sshr an enermn Bewels
mteresmert, und das Clay Ins-
titut in BDE‘tDIl. hat dafiir ein
Preizgeld won einer Milhon
I2-Dollar ansgecatzt.

LEinfach nur schon,
ZU nichts nutze”

Irm  Znsammenhang it
Primzahlen gsibt e aber auch
yeleeinfache nteressanta Fra-
gestallungen, die hiz  heuts
trotz  grofier  Anstrengungen
mcht  beantwortet  werden
konnten. Damu gehéren:

l. @bt e unendhch iaele
Prirazablen p, fir die anch po 2
eine Pritazahl ist? Beispiels da-
fiirsind fund Soder 11und 12
iz het fien Primzahl=willinge.

2. It jede durch 2 teilbare
Zahl die grolier oder gleich 4
ist, di= Surarne von el Prim-
zahlen? [hes 1=t die zu Anfang
erwihnte Vermutung won Gold-
bach. Beaspiele sind:  4=243,
G=33, 8=%5, 10=5+5, 12=5+7,

3. Gabt es nur endlich nele
Primzablen der Forro 3+ 1, alao
I-mnal die 2 rat sich selbst roul-
tiphizert und 1 addiert? Wir
kennen nar Fianf:

=1, BT 17T,
267=2%41 und 6553 7=01%1,

IMese  Pramzahlen helen
nach dem franziaschen Ma-
thermatilker Plarre de Fermat
(1e01-16651, Fermatsche Prim-
zahlen'. Er formulierte auch
den | Zatz yon Famoat', sine
Auszage iber die L:rsungen =1
ner Glachung, die die Mathe-
roatileer erst 360 Jahre spéter
bewelsen konnten,

4. Wie @ele Primezashlen der
Form 2k-1, die nach dem fran-
zizizchen Theologen und IMa-
thematilker Marin Mersenne
[1588-1649 Mersennesche
Primzahlen" Snannt werden,
gibtes? Bakannt zind bis heuts
mur 44, Die grafite st FEHT_]
und hat 9 308 352 Dezirnalstel-
len. Sie 1=t murzeit die @edlite
bekannte Primzahl. IMan kann

Im Jehre 1278 haben in der Unteearsity of Princatown (USA) dia hdathama-
tiker Ronald Risast (M), Adi Shanir (f, und Leonard Adkemann die nach

ifnan banannte R5A-arschldsalun
ten kdal Machrchtan gegen unerlau

zie in Brachtsilen einer Seloun -
de auf anem FC berechnen,
aber aufgeschrieben wilrde sie
ein Buch mit mehr als 2000

Was aber haben Primzahlen
mit dem wirklichen Leben zu
tun?

(Michts", antwortste God-
frey Hardy (1877-1947), ein be-
dentender Mathematiker der
zich spemell mit Fahlen be-
schaftigte: | Zie sind reine Ia-
thematik, und es 1st amnfach
nur schin, es 1=t zu nichts nat-
ze.' Br hatte =u seinen Lebzei-
ten sicher recht rat diessr Pe-
hanptung, aber seit s=inern Tod
sind rehr als 60 Jahre vergan-
gen und weles hat sich i
Computer- Peitalter seindert,

Bei  Uherweisungen per
Homebanlking oder Surfen i
Internet findet man oft anfdem
Bildschirma den Hinweis | B34
yerschlitzzzelt''. Daber  st=ht
R2A i die dreil Mathern at ioer
Bonald Bayest, Adir 2hardr
und Leonzad Adleman, die
1972 im amenlkanischen Prin-
ceton, einer Hochburg der I a-
thematik, die nach ihnen be-
nannte BEA-TEerschliisselung
gefunden haben. Verschlitzseln
bedeutat, dass man aus enem
lesbaren Text emen | Buchsta-
bensalat" macht S0 kénnen
Machrichten gegen unerlaubtas
Lesen oder Verédndern 1o In-
temet geschilt=t werden .

antdeckt Camit kannten zum ars-
5 Lasan geschiitzt wardan.

Da= BEA-Yerfahren lisst sich
ernfach beschraben . Jeder Tal-
nehmer des Eommourolations-
netzes, zurn Beisriel | Bob', #ibt
unter ssnern M amen eine Zahln
urd eine weitere yorsichiig =o
wihlende Zahl & wis in einem
Telefion buch dffentlich beleanmt.
Dabenist nodas Produlst ans mwee
sehr grofien Primmzablen, etwa p
und g, die Bob allerdings strengs
gehearn halt. Willjermand an Bob
ene  Machmeht senden, =o
schreibt er diese als eine Folge
von Zahlen x die allelemer als
nsind. Statt der Zahlen x, alao
der e gentlichen Machmcht, sen-
deter Zahleny dierman als Bes-
te der Thyision yon = durch o
erhilt, Bob kann dann ans den
Zahlen ¥ wegen der Henninis
der beiden Primzahlen pund g
die Zablen x, also die etgentliche
Machricht, wisder sewinmer.

Wie aber findet man grobis
Prirnzahlen nnd wie kann man
herausfinden, ob eine gegebens
Fahl eine Primzahl ist?

Wer sich ein werig anskennt,
denld sofort an das | ,Sieb des
Eratosthenes''. Leider fithrt es
nicht zum Fiel, wenn die Prim-
zahl sehr groli sein zoll, da =o-
gar JSupercomputer fir das
wele Straichen zu lange bran-
chen. Selbet der 2004 won den
drei indizchen Matherostilern
Manimdra Bgrawal, Mesra) Ka-
val und Mitin Sawena gefunde-
ne AHRS-Algorithmons, der en-

I Jahr der Mathematik
2008" st dia b5 Wissanschaft
als  ,Mathaxhiff" auf Elbe
Rhain und Meckar untereegs
und lagt in 31 Stidten an. Wam
19, bis 22, August 2008, jEénails
10 bis 1% Uhr macht das 103
flatar lange Binnenfrchtschiff
am hagdeburger Patrfdmer
fast Wissanschaftlar der Fakul
it fir kathamatik halten an
jedam diesar Tage um 13 Uhr
ainan poukireissanschaftichan
Wortrg.

Aut A0 mE Aussteling sflE-
che mit mahrals 30 Exponaten
afabt man Rathamatik zum
Anfassan, bitmachen, kitfor-
shen und Boparimantianzn.
Maban dan Ausstallungshani
chan Matur, Tachnik, nach

MS$ Wissenschaft in Magdebury

und Geist gibt as Spiala, Filma,
Blihnanshows, aowie aina Sta-
tion des |, Kinguru"-wiathbe
warbs fir Knoblar und T iftar.
Junge Wissanschaftler sind als
Ausstallungsiotsen mit dakai.

Cras bl thahdobil der kdagde-
bumger Untsarsitdtwid abantall s
war Ot sain und untarandensr
T-5hirks und Postkartan mit der
Aufachrft | Maigdithabung'-
a nbigtan.

WL T S ssan aC hafda

Der dautsche hlathamatikear Barn-
ham Riemann {1826 bis T846Y,

ormnes  Aufzehen erregte und
iiber den sogar die | Mew York
Times" 1n golier Aufrnachung
berichtete, komrnt =u keinem
Ergebnis.

Hier behelfen sich die Mathe-
roatilter it Werfahren, it de-
nen man swar acht exald fedt-
stellen kann, ob sine gegebene
grofie Fahl eine Primzahl ist,
aber dies it einer hohen Wahe-
schean lichleit WOFANSE ASETL
kann. Wenn die vorausgesaghe
Fahl |, wahrscheinlich' eine
Primzahl 1st, kanm man auch
da=s B4 -Verfahren benutzen .

Die perfekte
Werschllsselung

Warmm aber kann roan nacht
doch werschlilszelte Daten, die
an Bob gesendet werden, ant-
sohlilssaln?

Man milsste danm b alle-
riger Kenntnis yon o irgendwis
die beden Primfaltoren p und g
vor 1 finder, die aber nur Pob
lenmt. Bin solches Auffinden der
Faldoren nennt man Faldtornzie-
ren. Dies kann man aber nicht,
wennpund g sehr grofi sind, das
heifit, wenn sie mehr als etwa
160 Demirnalstellen habern.

Biz heute gibt ez kain allge-
menes Yerfahrern, das in etner
angernessenen et bel allen
zur Verfilgung stehenden Bach-
rer-Besourcen die  Pramnfal-
torzerlegung ener Dahl stets
berechnen kann. Von 1991 bas
2007 hatte die Firma B34 La
boratones Praizgelder =ur
Faldorisierung ausgesstzt. Fir
diegréfitemit 617 Desimalsteal-
len bot sie 200 000 TE-Diollar
Abersalbst diese Zahl

TEOE2E2I60412004402152027

266644 9210700859252 00406

40641616479510 186500006225

4206036145 02830210145 1461

26025121021648059 10802052

0872220741164 720650052002

3237r0265107 1154560,

die , mur'' 170 Demmalstallen
hat, konnte bis heuts nacht fale-
tonsiert werden. The Bache ot
den. Primezahlen ist also eine
unendliche Geschichts. Prim-
zahlen aind eben |, Wahnainns-
zahlen'!

Lesen Bi2 amn 16, Bugust in
dizer Bahs den Batrag | Iil-
Lhonsn Sudoku-Freunds  im
T30-dirnensional o Banm'' won
Prof. Dr. Wollter Kabel



PRIMZAHLEN SIND DER WAHNSINN

WOLFGANG WILLEMS

Unter dieser Uberschrift titelte Agnieszka Lehmann 2006 ihre Rezen-
sion iiber den Film Der Beweis - Liebe zwischen Genie und Wahnsinn,
in dem Gwyneth Paltrow die Tochter eines an Demenz leidenden Ma-
thematikprofessors spielt, der ein Problem iiber Primzahlen zu l6sen
versucht. Ein Jahr spéter erschien der spanische Film La habitation
de Fermat. In ihm behauptet ein Mathematiker, er habe die beriihm-
te Vermutung von Goldbach, einem preuflischen Mathematiker, der zu
Beginn des 18ten Jahrhunderts lebte, bewiesen. Die Primzahlen ha-
ben also nicht nur Mathematiker in ihren Bann gezogen, sondern auch
Filmkiinstler und viele andere.

Was aber steckt hinter diesen Zahlen, die offenbar eine ungewdhnliche
Faszination austiben?

Primzahlen sind natiirliche Zahlen, die nur durch 1 und sich selbst
teilbar sind, wobei wir die 1 aus gewissen Griinden nicht als Primzahl
zéhlen. Die kleinsten aufeinander folgenden Primzahlen sind also

2,3,5,7,11,13, ...

Sie sind sozusagen die Bausteine, aus denen alle Zahlen aufgebaut sind,
denn jede Zahl ist ein Produkt von Primzahlen, etwa

60 =2 x2x3x5.

Schon der Grieche Euklid, der vor etwa 2300 Jahren in Alexandria
lebte, wusste, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Wie man sie
findet, hat uns Eratosthenes von Kyrene wenige Jahrzehnte nach dem
Tod von Euklid verraten. Sein Verfahren wird heute als das Sieb des
Eratosthenes bezeichnet und funktioniert sehr einfach. Will man alle
Primzahlen bis zu einer gewissen Zahl n, etwa n=15 finden, so schreibt
man alle Zahlen zwischen 2 und 15 auf.

23456789101112131415
Nun streicht man alle Vielfachen der 2, aufler der 2 selbst.

234567891011 1213 1415
1
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Danach alle Vielfachen der ersten verbleibenden Zahl nach 2, also 3,
aufler der 3 selbst.

23456¢78910111213 1415

Die nicht gestrichenen Zahlen sind nun bereits alle Primzahlen bis 15,
da man nur die Vielfachen derjenigen Primzahlen streichen muss, deren
Quadrat kleiner oder gleich n ist. Die Vielfachen der 5 muss man also
nicht mehr streichen, da 5 x 5 = 25 grofler als 15 ist.

Was aber macht sie so interessant?

Die Antwort ist einfach: Wir verstehen sie nicht. Thr Auftreten scheint
vollkommen wirr zu sein; mal erscheinen sie dicht hintereinander, et-
wa 3 und 5 oder 5 und 7; mal gibt es grofie Liicken, etwa zwischen
den Primzahlen 887 und 907 eine Liicke von 19 Zahlen, die alle keine
Primzahlen sind. Diese Liicken kénnen sogar beliebig grof3 werden.
Die Verteilung der Primzahlen hat
Bernhard Riemann (1826-1866) in
der nach ihm benannten Riemann-
schen Hypothese beschrieben. Es ist
eine Aussage iiber die Nullstellen der
sog. Zetafunktion ((z), auf die wir
hier nicht eingehen konnen. Es ist ein
duBerst schwieriges Problem, da ((z)
sehr kompliziert ist, und so gibt es
bis heute auch keinen Beweis dafiir.
Es ist nur eine Vermutung. Was die
Mathematiker nun extrem herausfor-
dert, ist die Tatsache, dass viele Sétze
BERNHARD RIEMANN in der Mathematik beginnen:

Wenn die Riemannsche Hypothese gilt, so gilt auch ...

Aber die Hypothese ist nur eine Vermutung, man weifl nicht, ob sie
stimmt, auch wenn vieles fiir ihre Richtigkeit spricht. Man ist also sehr
an einem Beweis interessiert, und das Clay Institut in Boston hat dafiir
ein Preisgeld von einer Million US-Dollar ausgesetzt.

Im Zusammenhang mit Primzahlen gibt es aber auch sehr viele ein-
fache interessante Fragestellungen, die bis heute trotz grofler Anstren-
gungen nicht beantwortet werden konnten, etwa:

1. Gibt es unendlich viele Primzahlen p, fir die auch p+ 2 eine Prim-
zahl ist?

Beispiele dafiir sind 3 und 5 oder 11 und 13. Sie heiflen Primzahlzwil-
linge.
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2. Ist jede durch 2 teilbare Zahl, die grofier oder gleich 4 ist, die Summe
von zwei Primzahlen?

Dies ist die zu Anfang erwéhnte Vermutung von Goldbach. Etwa:
4=2+4+2,6=3+3,8=3+5,10=5+5,12=5+T7,...

3. Gibt es nur endlich viele Primzahlen der Form 2F 4+ 1, also k-mal
die 2 mit sich selbst multipliziert und 1 addiert?
Wir kennen nur fiinf:
3=2'41,5=224+1,17=234+1,257=2%* +1 und 65537 = 2° + 1.
Diese Primzahlen heiflen nach dem franzosischen Mathematiker Pierre
de Fermat (1601-1665) Fermatsche Primzahlen.

Er formulierte auch
den groflen Fermat-

Fw TE TV T YT YT TETT YT

> PIERRE DE FERMAT 1601-1665 4 ; schen Satz, der be-
e ; ' ’ sagt, dass die Glei-
. . ¥V + Y? . chung 2" +y™ = 2" fiir
g (i ) v’; ; n > 2 keine ganzzah-
» : ‘ ligen Losungen x,y,z
» AR o, « hat.

g O &{,;;“ i ) 4. d . Diese Aussage konn-
’ xreyr=zr 7 0.69€m ten die Mathematiker
: n'a pas de solution pour des entiers n>2 : erst Mitte der 90ziger
:-.....-.........-.-......-: JahredeSIetZtenJahr_

hunderts beweisen, al-
so 350 Jahre nach der

Briefmarke PIERRE DE FERMAT

Entdeckung von Fermat.

4. Wie viele Primzahlen der Form 2F — 1 gibt es?

Sie werden nach dem franzosischen Theologen
und Mathematiker Marin Mersenne (1588-1648)
auch Mersennesche Primzahlen genannt. Bekannt
sind bis heute nur 47 von diesen. Die grofite ist
243112609 _ 1 ynd hat 12987189 Dezimalstellen. Sie
ist z.Zt. die grofite bekannte Primzahl und wur-
de 2008 entdeckt. Man kann sie in Bruchteilen ei-
ner Sekunde auf einem PC berechnen und ein Auf-
schreiben wiirde ein Buch mit mehr als 3000 Seiten
fiillen.

MARIN MERSENNE

Was aber haben Primzahlen mit dem wirklichen
Leben zu tun?

Godfrey Hardy (1877-1947), ein bedeutender Mathematiker, der sich
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speziell mit Zahlen beschéftigte, antwortete darauf : Nichts, es ist Rei-
ne Mathematik, es ist einfach nur schon, es ist zu michts nutze. Er
hatte zu seinen Lebzeiten sicher recht mit dieser Behauptung, aber seit
seinem Tod sind mehr als 60 Jahre vergangen, und vieles hat sich im
Computer-Zeitalter gedndert.

Bei Uberweisungen per Homebanking oder Surfen im Internet fin-
det man oft auf dem Bildschirm den Hinweis RSA verschliisselt. Dabei
steht RSA fiir die drei Mathematiker Ronald Rivest, Adi Shamir und
Leonard Adleman, die 1978 im amerikanischen Princeton, einer Hoch-
burg der Mathematik, die nach ihnen benannte RSA-Verschliisselung
gefunden haben.

Verschliisseln bedeutet, dass
man aus einem lesbaren Text
einen Buchstabensalat, al-
so einen nicht versténdlichen
Text macht. So kénnen Nach-
richten gegen unerlaubtes Le-
sen oder Verdndern im Inter-
net geschiitzt werden.

Das RSA-Verfahren lésst
sich einfach beschreiben. Je-
A. SHAMIR, R. RIVEST, L. ADLEMAN (VON LINKS) der Teilnehmer des Kommu-

nikationsnetzes, so auch Bob,
gibt unter seinem Namen eine Zahl n und eine weitere vorsichtig zu
wéhlende Zahl e etwa in einem Buch, dhnlich dem Telefonbuch, 6ffent-
lich bekannt. Dabei ist n das Produkt aus zwei sehr groflen Primzahlen,
etwa p und ¢, die Bob allerdings streng geheim hélt. Will Alice an Bob
eine Nachricht senden, so schreibt sie diese als eine Folge von Zahlen
x, die alle kleiner als n sind (Alice kennt n aus dem Eintrag von Bob
im Telefonbuch.) Statt der Zahlen z, also der eigentlichen Nachricht,
sendet sie Zahlen y, die sie als Reste der Division von ¢ durch n erhélt.
(Man beachte, dass Alice aus dem Telefonbuch auch e kennt.) Bob kann
dann aus den Zahlen y wegen der Kenntnis der beiden Primzahlen p
und ¢ die Zahlen z, also die eigentliche Nachricht, wiedergewinnen.

Wie aber findet man grofie Primzahlen, oder anders gefragt, wie kann
man herausfinden, ob eine gegebene Zahl eine Primzahl ist?

Man denkt hier sofort an das Sieb des Eratosthenes. Leider fiihrt es
nicht zum Ziel, wenn die Primzahl sehr grof sein soll, da selbst Super-
computer fiir das viele Streichen zu lange brauchen. Selbst der 2004
von den drei Indern Agrawal, Kayal und Saxena gefundene AKS-
Algorithmus, der nach seiner Entdeckung enormes Aufsehen erregte
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und in der New York Times in grofler Aufmachung erschien, kommt
zu keinem Ergebnis. Hier behelfen sich die Mathematiker mit Verfah-
ren, mit denen man zwar nicht exakt feststellen kann, ob eine gegebene
grofle Zahl eine Primzahl ist, aber mit einer hohen Wahrscheinlichkeit.
Dann ist sie wahrscheinlich auch eine Primzahl und man kann sie im

RSA-Verfahren benutzen.

Zuriick zum Problem der Datenverschliisselung.

Warum kann man nicht doch verschliisselte Daten, die an Bob gesendet
werden, entschliisseln?

Man miisste dann bei alleiniger Kenntnis von n irgendwie die beiden
Primfaktoren p und ¢ von n finden, die aber nur Bob kennt. Ein sol-
ches Auffinden der Faktoren nennt man Faktorisieren. Dies kann man
aber nicht, wenn p und ¢ sehr grof sind, d.h. wenn sie mehr als etwa
150 Dezimalstellen haben. Oder anders gesagt: Bis heute gibt es kein
allgemeines Verfahren, dass in einer angemessenen Zeit bei allen zur
Verfiigung stehenden Rechner-Resourcen die Primfaktorzerlegung ei-
ner Zahl stets berechnen kann. Von 1991 bis 2007 hatte die Firma RSA
Laboratories Preisgelder zur Faktorisierung ausgesetzt. Fiir die Grofite
mit 617 Dezimalstellen bot sie 200000 US-Dollar. Aber selbst

26062623684139844921529879266674432197085925380486406416164
7851918599996285420693614502839319145146186835121981648059198
82053057222974116478065095809832377336510711545759,

eine Zahl mit nur 170 Dezimalstellen konnte bis heute nicht faktori-
siert werden.

Die Sache mit den Primzahlen ist also eine endlose Geschichte. Prim-
zahlen sind eben Wahnsinnszahlen.

Mathematik ist u.a. die Kunst, Wesent-
liches zu erkennen, dieses zu strukturie-
ren und aus den Strukturen dann Aus-
sagen abzuleiten.

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDBEURG, FAKULTAT FUR MATHE-
MATIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG
E-mail address: willems@ovgu.de



Der mathematische Blick (Teil 7

Das ratselhafte ,,Hotel Sudoku®

Mathematik ist Uberraschung,
Abenteuer und Experiment.
Professoren der Fakultit fiir
Mathematik an der Otto-von-
Guericke-Universitit Magde-
burg nehmen das ,Jahr der
Mathematik* zum Anlass, um
dies in einer Beitragsreihe zu
veranschaulichen. Im 7. Teil
geht es heute um die Mathema-
tik im Sudoku-Riitsel.

Von Prof. Dr. Volker Kaibel

Werner von Siemens, der
Stadt Magdeburg wegen einer
kurzen Inhaftierung in der Zi-
tadelle verbunden, hat es be-
reits erkannt: ,Ohne Mathe-
matik tappt man doch immer
nur im Dunkeln.“ Das stimmte
sicher fiir seine Arbeit in einem
der ersten Telekommunikati-
onsunternehmen, der von ihm
mit gegriindeten , Telegraphen-
bau-Anstalt von Siemens &
Halske“. Aber wie ist das im
taglichen Leben, wenn man
zum Beispiel Sudoku-Ratsel
16st? Kann man diese Ratsel
iiberhaupt als mathematische

Probleme formulieren, zum
Beispiel mit Hilfe von Glei-
chungen?

Man kann, und es lohnt sich.
Denn das fihrt nicht nur zu
faszinierenden geometrischen
Gebilden, die seit mehr als
Zweitausend Jahren untersucht
werden, sondern auch zu Ma-
thematik, ohne die man in
schlissseltechnologischen An-
wendungen wie der Telekom-
munikation heute noch im
Dunkeln tappen wiirde.

Suche nach der exakten
Zimmerbelegung

Um die Sudoku-Regeln als
Gleichungen zu formulieren,
ist es nitzlich, sich zunachst
einmal ein fertiges Sudoku-
Ritsel anzusehen — zum Bei-
spiel auf der letzten Seite dieses
Magazins. Neun mal neun im
Quadrat angeordnete Felder
sind so mit den Zahlen Eins bis
Neun ausgefillt, dass jede Zahl
in jeder Zeile, in jeder Spalte
und in jedem von neun ausge-
zeichneten Unterquadraten der
GroBe drei mal drei genau ein-
mal vorkommt.
Errichtet man iiber dem Qua-
drat nun ein scki

Haus mit neun mal neun Zim-
mern in jeder Etage, so kann
man das fertige Sudoku-Ratsel
darstellen, indem man tiber je-
dem Feld in das Zimmer auf der
Etage, welche durch die Zahl
im Feld beschrieben wird, eine
Kugel oder einen Wiirfel plat-
ziert. Ein Wiirfel soll dabei an-
zeigen, dass die Zahl im ent-
sprechenden Feld vorgegeben
i

Gleichungen bilden dann ein
Gleichungssystem mit 729 mi-
nus neun mal der Anzahl der
vorgegebenen Eintréige vielen
Variablen.

Gleichungssysteme  (wenn
auch mit weniger Variablen
und Glei losen schon

war. Kugeln i ie
Felder, welche die erfolgreiche
Sudoku-Loserin ausgefiillt hat.

Was unterscheidet jetzt eine
korrekte Sudoku-Belegung der
729 Zimmer von einer belie-
bigen Belegung des ,Hotels
Sudoku“? Fiir eine korrekte
Sudoku-Lésung muss in jeder
Etage in jeder Zeile von Zim-
mern genau eins belegt sein.
Das Gleiche gilt in jeder Etage
fir jede Spalte von Zimmern
sowie firr jeden der Zimmer-
blécke tiber einem der drei mal
drei U

Schiiler. Also sind Sudoku-
Ritsel mit Hilfe von Schulma-
thematik losbar?

Ganz so einfach ist es nicht,
denn nicht jede Losung des
Gleichungssystems liefert tat-
sichlich einen Zimmerbele-
gungsplan, sondern nur solche
Losungen, in denen alle Vari-
ablen nur die Werte Null und
Eins annehmen. Das kann man
in unserem Beispiel mit Un-
gleichungen der Art ,Variable
groBer oder gleich Null“ und
der i auf ganz-

sollte iiber jedem Feld genau
eines der neun Zimmer belegt
sein.

Um die Zimmerbelegung
mathematisch zu formulieren,
vergibt man nun an die Zim-
mer die Nummern 1 bis 729
und schreibt in eine Liste fiir
jede Zimmernummer eine Eins,
wenn das Zimmer belegt ist,
und eine Null, wenn es frei ist.
Jetzt kann man die Sudoku-
Bedingungen leicht als Glei-
chungen formulieren: Dass in
der Zimmersiule iiber einem
bestimmten Feld genau ein
Zimmer belegt sein muss, heiBt
beispielsweise, dass sich die
Zahlen fiir die neun Zimmer-
nummern einer Séule genau zu
Eins aufsummieren miissen
(dh. eine der Zahlen ist Eins,
die anderen acht sind Null).
Insgesamt erhilt man 324 (81
plus neun mal drei mal neun)
Gleichungen.

Fiir ein ungelostes Sudoku-
Ratsel notiert man in der Liste
bei den Zimmernummern, fiir
die man noch nicht wei§, ob
das Zimmer belegt sein wird,
statt einer Eins oder einer Null
eine nur fiir dieses Zimmer zu-
standige Variable. Die 324

zahlige Losungen ausdriicken.
uch ohne Beachtung der
Ganzzahligkeitsbedingungen
ist die Bestimmung von Li-
sungen von Systemen, die Un-
gleichungen enthalten, oder gar
das Auffinden einer besten Lo-
sung aufwéndiger als das Losen
von Gleichungssystemen. Das
heute wichtigste Verfahren fiir
solche linearen Optimierungs-
probleme, der Simplex-Algo-

Links: Dreidimensionales
Bild eines vierdimensio-
nalen Wiirfels, der von
acht  dreidimensionalen
Wiirfeln begrenzt ist. Der
innere und der &uRere
Wirfel sind gut zu erken-
nen, vorderer, hinterer,
unterer, oberer, linker und
rechter Begrenzungswiir-
fel sind verzerrt.

Rechts: Das 120-Zell - ein
vierdimensionales  Poly-
eder, das von 120 Dode-
kaedern begrenzt wird.

rithmus, wurde von George B.
Dantzig Mitte der 40er Jahre
des 20. Jahrhunderts entwi-
ckelt. Die lineare Optimierung
waurde in der Folge zu einem fiir
die industrielle und auch mili-
ische Planung enorm wich-
tigen Werkzeug.

Als im Jahr 1979 der sowje-
tische Mathematiker Leonid
Khachiyan den ersten in einem
streng mathematischen Sinn
effizienten Algorithmus fir li-
neare Optimierungsprobleme
prisentierte, berichtete sogar
die ,New York Times* auf der
Titelseite von dieser Entde-
ckung.

Die Schonheit der
Platonischen Korper

Der Ubergang von Glei-
chungen zu Ungleichungen
fithrt aber nicht nur zu kompli-
zierteren Algorithmen und in
wichtige i

Hotel Sudoku”: Uber jedem Feld
schwebt eine Kugel oder ein Wiirfel

auf Hohe der Zahl, die im Feld stehen muss.

und y-Koordinaten. Jedes Lo-

eines i

die Platonischen Kérper. Den-
noch kann man auch von mehr
als dreidimensionalen Poly-
edern interessante und schone
Bilder produzieren. Vor allem
vierdimensionale Polyeder las-
sen sich wunderbar dreidimen-
sional darstellen, &hnlich wie
man einen dreidimensionalen
Wiirfel auf einem Blatt Papier
sichtbar machen kann, indem
man ein perspektivisches Bild
eines wiirfelformigen Raumes
zeichnet.

Systeme mit
Millionen von Variablen

nearen  Ungleichungssystems
mit den beiden Variablen x und
v beschreibt also einen Punkt
auf dem Blatt. Die Menge aller
Losungspunkte bildet dann ein
(ausgefilltes) Polygon, wie zum
Beispiel ein Dreieck oder ein
Viereck.

Dem Ritselfreund, der iiber
einem schwierigen Sudoku
briitet, hilft das alles nun nicht
unmittelbar, es sei denn, er
greift auf die mittlerweile mit
Hilfe vieler mathematischer
Erkenntnisse der vergangenen
i Sofft

Um die Lo von
linearen Ungleichungssystemen ware zum Losen ganzzahliger
mit drei Variablen zu vi isi linearerOptimi

ren, braucht man anstelle des
Blatts Papier unseren dreidi-
mensionalen Umgebungsraum.
Die Losungsmengen sind dann
Polyeder. Die gleichmiBigsten
und schonsten unter diesen Po-
lyedern faszinieren Mathemati-
ker, Philosophen und Kiinstler
seit tiber 2000 Jahren: Es sind
die finf Platonischen Kérper
Tetraeder, D Tkosa-

zuriick. Aber das will man als
Ratselfreund ~ wahrscheinlich
gar nicht.

Die mathematischen Metho-
den sind natiirlich auch nicht
fiir Sudoku-Ratsel entwickelt
worden. Vielmehr kann man in
ganz dhnlicher Weise wie beim
Sudoku eine Vielzahl von Pro-
blemen in Bereichen wie Pro-

eder, Oktaeder und Wirfel.
Da das System aus Glei-
chungen und Ungleichungen,

sondern auch zu schénen geo-

metrischen Objekten. Versieht

man ein Blatt Papier mit einem

aus einer x-und einer y-Achse
ac elne:

mit dem die Sudoku-Lésungen
beschrieben werden, 729 Vari-
ablen besitzt, entspricht seine
Losungsmenge einem Polyeder
im 729-dimensionalen Raum.
Diese i

Logistik,
Verkehr oder auch Telekom-
munikation mathematisch mo-
dellieren und 16sen. Dabei tre-
ten dann allerdings oft Systeme
mit Hundertausenden oder gar
Millionen von Variablen und
Ungleichungen auf.

Eines der Probleme, die Mo-
i i zu losen

tem, so entspricht jedem Punkt
auf dem Blatt cin Paar von x-

Objekte sind natiirlich nicht
mehr unmittelbar sichtbar wie

haben, ist zum Beispiel die Zu-
ordnung von moglichst weni-
t

MS Wissenschaft

Das Ausstellungsschiff MS Wis-
senschaft macht vom 19. bis 22.
August am Petriforder in Magde-
burg Station (bei Niedrigwasser
an der Schleuse Rothensee). Die
Ausstellung zeigt, dass Mathe-
matik nicht nur ein Schulfach ist,
sondern unser Leben in vielfach

legt fiir 4 Tage in Magdeburg an

man ein Bild auf?” werden eben-
wie die, ob Geiz

Online-Banking oder  Einkauf
- viele Dinge des Alltags wa-
ren ohne Mathematik gar nicht
méglich. Mehr als 30 interaktive
Exponate zeigen spielerisch die
Anwendung  mathematischer
Forschung. Fragen wie ,Kann
Statistik ltigen?” oder , Wie hangt

s0
wirklich , geil” ist. Die Ausstellung
st s0 angelegt, dass vieles schon
Achtjahrige verstehen kénnen.
Die Fakultét fiir Mathematik
der Otto-von-Guericke-Universi-
tt bietet ergénzend taglich um
15 Uhr an Bord ein Vortragspro-
gramm an:

® 19.8.: Bezaubernde Mathe-
matik — Zaubereien, Rétsel und
Tricks mit Zahlen und Figuren
(Prof. Dr. Herbert Henning)

® 20.8.: Curve shortening Flow
~ der schnellste Weg zur kiirzes-
ten Verbindung (Prof. Dr. Klaus
Deckelnick)

® 21.8.: Sudoku, Plato, Telefon
(Prof. Dr. Volkert Kaibel)

® 22.8.: Am Anfang stand der
Abacus - Historisches zur Ent-
wicklung der Rechenhilfsmittel
(Prof. Dr. Herbert Henning)

www.ms-wissenschaft.de

gen F
tionen, ohne dass benachbarte
Stationen auf der gleichen Fre-
quenz senden, was Interfe-
renzen erzeugen wiirde. Dieses
Problem ist dem Sudoku sogar
sehr verwandt.

Praktikable Losungsverfah-
ren fiir solche Probleme kann
man nur entwerfen, wenn Ma-
thematiker durch Untersu-
chung der dahinter stehenden
hochdimensionalen ~ Polyeder
zuvor geniigend Licht ins Dun-
kle gebracht haben. Werner
von Siemens wiirde sich darii-
ber sicher nicht wundern.

Lesen Sie in dieser Reihe am
13. September den Beitrag
»Was die Mathematik vom
Wasser lernen kann von Prof.
Dr. Hans-Christoph Grunau.



SUDOKU 1M 729-DIMENSIONALEN RAUM

VOLKER KAIBEL

Werner von Siemens, der Stadt Magdeburg wegen einer kurzen In-
haftierung in der Zitadelle verbunden, hat es bereits erkannt: ,Ohne
Mathematik tappt man doch immer nur im Dunkeln.” Das stimmte
sicher fiir seine Arbeit in einem der ersten Telekommunikationsunter-
nehmen, der von ihm mitbegriindeten ,, Telegraphenbau-Anstalt von
Siemens & Halske”. Aber wie ist das im téglichen Leben? Zum Beispiel
beim Losen von Sudokuritseln 7 Kann man diese Rétsel iiberhaupt als
mathematische Probleme formulieren, zum Beispiel mit Hilfe von Glei-
chungen? Man kann, und es lohnt sich. Denn das fiihrt nicht nur zu
faszinierenden geometrischen Gebilden, die seit mehr als zweitausend
Jahren untersucht werden, sondern auch zu Mathematik, ohne die man
in schliisseltechnologischen Anwendungen wie der Telekommunikation
heute noch im Dunkeln tappen wiirde.

Um die Sudokuregeln als Glei-
chungen zu formulieren, ist es niitz-
lich, sich zunéchst einmal ein fer-
tiges Sudokuritsel anzusehen, also
neun mal neun im Quadrat ange-
ordnete Felder, welche so mit den
Zahlen Eins bis Neun ausgefiillt
sind, dass jede Zahl in jeder Zei-
le, in jeder Spalte und in jedem
von neun ausgezeichneten Unter-
quadraten der Grofle drei mal drei
genau einmal vorkommt. Errichtet
man iiber dem Quadrat nun ein
neunstockiges Haus mit neun mal
neun Zimmern in jeder Etage, so
kann man das fertige Sudokurétsel darstellen, indem man iiber jedem
Feld in das Zimmer auf der Etage, welche durch die Zahl im Feld be-
schrieben wird, eine Kugel oder einen Wiirfel platziert. Ein Wiirfel soll
dabei nur anzeigen, dass die Zahl im entsprechenden Feld vorgegeben
war. Kugeln repriisentieren also die Felder, welche die erfolgreiche Su-
dokul6serin ausgefiillt hat.

HOTEL SuDOKU

1
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Was unterscheidet jetzt eine einer korrekten Sudokulésung entspre-
chende Belegung der 729 Zimmer von einer beliebigen Belegung des
,Hotel Sudoku”? Fiir eine korrekte Sudokulésung muss in jeder Etage
in jeder Zeile von Zimmern genau eines belegt sein. Das Gleiche gilt in
jeder Etage fiir jede Spalte von Zimmern sowie fiir jeden der Zimmer-
blocke iiber einem der drei mal drei Unterquadrate. Auflerdem sollte
iiber jedem Feld genau eines der neun Zimmer belegt sein.

Unm die Zimmerbelegung mathematisch zu formulieren, vergibt man
nun an die Zimmer die Nummern Eins bis 729 und schreibt in eine Lis-
te fiir jede Zimmernummer eine Eins, wenn das Zimmer belegt ist,
und eine Null, wenn es frei ist. Jetzt kann man die Sudokubedingun-
gen leicht als Gleichungen formulieren: Dass in der Zimmerséule iiber
einem bestimmten Feld genau ein Zimmer belegt sein muss, heifft bei-
spielsweise, dass die Zahlen, welche in der Belegungsliste fiir die neun
Zimmernummern, die zu der Saule gehoren, notiert sind, sich genau zu
Eins aufsummieren miissen (d.h. eine der Zahlen ist Eins, die anderen
acht sind Null). Insgesamt erhélt man 324 (81 plus neun mal drei mal
neun) Gleichungen.

Fiir ein ungelostes Sudokuritsel notiert man in der Liste bei den
Zimmernummern, fiir die man noch nicht weif3, ob das Zimmer belegt
sein wird, statt einer Eins oder einer Null eine nur fiir dieses Zimmer
zustindige Variable. Die 324 Gleichungen bilden dann ein Gleichungs-
system mit 729 minus neun mal der Anzahl der vorgegebenen Eintriage
vielen Variablen.

Gleichungssysteme (wenn auch mit weniger Variablen und Gleichun-
gen) 16sen schon Schiiler. Also sind Sudokurétsel mit Hilfe von Schul-
mathematik 16sbar? Ganz so einfach ist es nicht, denn nicht jede Losung
des Gleichungssystems liefert tatséchlich einen Zimmerbelegungsplan,
sondern nur solche Losungen, in denen alle Variablen nur die Wer-
te Null und Eins annehmen. Das kann man in unserem Beispiel mit
Ungleichungen der Art ,, Variable gréfler oder gleich Null” und der Ein-
schrankung auf ganzzahlige Losungen ausdriicken.

Auch ohne Beachtung der Ganzzahligkeitsbedingungen ist die Be-
stimmung von Lésungen von Systemen, die Ungleichungen enthalten,
oder gar das Auffinden einer besten Losung aufwéndiger als das Losen
von Gleichungssystemen. Das heute wichtigste Verfahren fiir solche li-
nearen Optimierungsprobleme, der Simplex-Algorithmus, wurde von
George B. Dantzig Mitte der 40er Jahre des 20. Jahrhunderts entwi-
ckelt. Die lineare Optimierung wurde in der Folge zu einem fiir die
industrielle und auch militdrische Planung enorm wichtigen Werkzeug.
Als im Jahr 1979 der sowjetische Mathematiker Leonid Khachiyan den
ersten in einem streng mathematischen Sinn effizienten Algorithmus fiir
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lineare Optimierungsprobleme présentierte, berichtete sogar die New
York Times auf der Titelseite von dieser Entdeckung.

Der Ubergang von Gleichungen zu Ungleichungen fithrt aber nicht
nur zu komplizierteren Algorithmen und in wichtige Anwendungsberei-
che, sondern auch zu schénen geometrischen Objekten. Versieht man
ein Blatt Papier mit einem aus einer x-und einer y-Achse bestehenden
Koordinatensystem, so entspricht jedem Punkt auf dem Blatt ein Paar
von x- und y-Koordinaten. Jedes Losungspaar eines gegebenen linearen
Ungleichungssystems mit den beiden Variablen x und y beschreibt also
einen Punkt auf dem Blatt. Die Menge aller Losungspunkte bildet dann
ein (ausgefiilltes) Polygon, wie zum Beispiel ein Dreick oder ein Vier-
eck. Um die Losungsmengen von linearen Ungleichungssystemen mit
drei Variablen zu visualisieren, braucht man anstelle des Blatts Papier
unseren dreidimensionalen Umgebungsraum. Die Losungsmengen sind
dann Polyeder. Die gleichméfigsten unter diesen Polyedern faszinieren
Mathematiker, Philosophen und Kiinstler seit iiber 2000 Jahren: die
fiinf Platonischen Korper Tetraeder, Dodekaeder, Ikosaeder, Oktaeder
und Wiirfel.

Da das System aus Gleichungen
und Ungleichungen, mit dem die
Sudokulésungen beschrieben wer-
den, 729 Variablen besitzt, ent-
spricht seine Losungsmenge ei-
nem Polyeder im 729-dimensio-
nalen Raum. Diese hochdimen-
sionalen Objekte sind natiirlich
nicht mehr unmittelbar sichtbar
wie die Platonischen Koérper. Den-
noch kann man auch von mehr
als dreidimensionalen Polyedern in-
teressante und schone Bilder pro-
duzieren. Vor allem vierdimensio-
nale Polyeder lassen sich wun-
derbar dreidimensional darstellen,
dghnlich wie man einen dreidimen-
sionalen Wiirfel auf einem Blatt

120-ZsLL (4D) Papier sichtbar machen kann, in-
dem man ein perspektivisches Bild
eines wiirfelférmigen Raumes von einer Eingangstiir aus zeichnet.

Dem Ritselfreund, der iiber einem schwierigen Sudoku briitet, hilft
das alles nun nicht unmittelbar, es sei denn, er greift auf die mitt-
lerweile mit Hilfe vieler mathematischer Erkenntnisse der vergangenen




4 VOLKER KAIBEL

Jahrzehnte weit entwickelte Software zum Losen ganzzahliger linea-
rer Optimierungsprobleme zuriick. Aber das will man als Rétselfreund
wahrscheinlich gar nicht. Die mathematischen Methoden sind natiirlich
auch nicht fiir Sudokurétsel entwickelt worden. Vielmehr kann man in
ganz dhnlicher Weise wie beim Sudoku eine Vielzahl von Problemen
in Bereichen wie Produktionsplanung, Logistik, Verkehr oder auch Te-
lekommunikation mathematisch modellieren und l6sen. Dabei treten
dann allerdings oft Systeme mit Hundertausenden oder gar Millionen
von Variablen und Ungleichungen auf. Eines der Probleme, die Mobil-
funknetzbetreiber zu 16sen haben, ist zum Beispiel die Zuordnung von
moglichst wenigen Frequenzen auf Sendestationen, ohne dass benach-
barte Stationen auf der gleichen Frequenz senden, was Interferenzen
erzeugen wiirde. Dieses Problem ist dem Sudoku sogar sehr verwandst.

Praktikable Losungsverfahren fiir solche Probleme kann man nur ent-
werfen, wenn Mathematiker durch Untersuchung der dahinter stehen-
den hochdimensionalen Polyeder zuvor geniigend Licht ins Dunkle ge-
bracht haben. Werner von Siemens wiirde sich dariiber sicher nicht
wundern.

Ohne Mathematik wirden wir die Welt
nicht wiedererkennen.

Volker Kaibel

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDBURG, FAKULTAT FUR MATHEMA-
TIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG
E-mail address: kaibel@ovgu.de
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Volksstimme

Der mathematische Blick (Teil 8)

Mathematik ist Uberraschung,
Abenteuer und Experiment.
Professoren der Fakultit fiir
Mathematik an der Otto-von-
Guericke-Universitit Magde-
burg nehmen das ,,Jahr der
Mathematik zum Anlass, um
dies in einer Beitragsreihe zu
veranschaulichen. Im 8. Teil
geht es heute um den Weg des
Wassers und dessen Wegwei-
sung fiir die Mathematik.

Von Prof. Dr.
Hans-Christoph Grunau

Wasser ist belebend und an-
regend, in jeder Hinsicht; der
Faszination von Wasserfallen
oder Meeresbrandung kaum
sich kaum jemand entziehen.
Aber auch Wasser, das in Ruhe
ist oder sich bestenfalls in Zeit-
lupentempo bewegt, iibt eine
starke Anziehungskraft aus und
ladt ein zum Meditieren und
Nachdenken. Auch die Mathe-
matik hat stets sehr von der in-
spirierenden Wirkung von Was-
ser profitiert.

Bei einer Wanderung in den
Zermatter Bergen 14dt der Rif-
felsee (Bild 1) zu einer Pause.
Mathematiker fragen sich beim
Anblick einer solchen Szenerie
sofort: Warum sammelt sich das
Wasser hier? Die Erklarung ist
denkbar einfach: Hier ist eine
Senke im Boden. Und wie
kommt das Wasser dorthin? Ein
Blick in die Bergwelt hilft wei-
ter: Die Gletscher zeigen es im
Zeitlupentempo. Wasser wéhlt
immer den direkten Weg bergab,
auch im gefrorenen Zustand.

Diese Beobachtungen fiihren
direkt zu einem Teilgebiet der
angewandten Mathematik, zur
,, Variationsrechnung®. Eine fiir
diese Disziplin typische Frage-
stellung, an deren Beantwor-
tung auch Mathematiker aus
dem Institut fir Analysis und
Numerik der Otto-von-Gueri-
cke-Universitat in Magdeburg
arbeiten, soll im Folgenden
vorgestellt werden, namlich,
wie sich die Beobachtungen des
wandernden Mathematikers in
eine Losungsstrategie umset-
zen lassen.

Energiesparende
Wasser-Ansammlung

Um das grundlegende Prinzip
zu verstehen, das fiir die Exis-
tenz des Riffelsees an genau
dieser Stelle verantwortlich ist,
miissen wir zunéchst die Beob-
achtungen auf den Kern redu-
zieren. Jedermann ist durch all-
tagliche Erfahrung vertraut,
was in einem einfachen Wohn-
zimmer-Experiment mit Hilfe
einer Obstschale nachgestellt
wird (Bild 2). Es steht fest: Was-
ser sammelt sich stets an der
tiefsten Stelle. Denn: Dadurch
wird die Energie des Wassers
soweit wie moglich minimiert.
Es kostet Energie, Dinge gegen
die Erdanziehungskraft auf die
Hohe zu bringen. Und mog-
lichst viel von dieser Energie
wird wieder frei, wenn das Was-
ser sich soweit wie moglich
nach unten bewegt.

Bevor dieses physikalische
Prinzip an einem weniger ein-
fachen Beispiel weiterverfolgt
wird, soll es zunichst genauer
durchdacht werden. Das Expe-
riment mit der Schale kann
durcheinen Abstraktionsschritt
mathematisch modelliert wer-
den: Die Ahnlichkeit des vom
Computer mit Hilfe eines Ma-
thematikprogramms erzeugten
Bildes mit dem Wohnzimmer-
experiment liegt auf der Hand

(Bild 3).
Das mathematische Modell
beschreibt das Experiment

sehr gut und hat den Vorteil,
dass es nun berechenbare Vor-
hersagen ermoglicht. Die Posi-
tion des , Wohnzimmersees“
lasst sich leicht voraussagen,
indem man den kleinsten Wert
der Funktion in Bild 3 berech-
net: Wo ist die Hohe in der
Grafik tber der waagerecht
darunter liegenden ,, Koordina-
ten“-Ebene so klein wie mog-
lich? Manch einer wird sich da-
bei an die Kurvendiskussion
im Schulunterricht erinnern.
Nun bedarf es nur noch eines
weiteren Abstraktionsschrittes,
um scheinbar ganz andere Fra-
gen behandeln zu konnen. Viele
Mathematiker  beschéftigen
sich gegenwirtig damit, Mo-
delle fiir elastische Flachen zu
untersuchen. Elastisches Mate-
rial ist zum Beispiel Metall
oder bearbeitetes Holz. Um

Volksstimme vom 13.09.2008
Was Mathematik vom Wasser lernt

Bild 1: Der Riffelsee in den Zermatter Bergen. Die Beantwortung der Frage, wo sich Seen bilden oder nicht, fiihrt auf ein grundlegendes physi-
kalisches Prinzip, aus der sich die hier beschriebene mathematische Strategie ableitet.

Bild 2 (oben): Im Wohnzimmerexperiment lassen
sich die Erkenntnisse aus den Bergwanderungen
leicht nachstellen: Wasser sammelt sich stets an der
tiefsten Stelle. Bild 3 (rechts): Ein mathematisches
Modell gibt das Wesentliche dieses Experiments
wieder. Dadurch werden physikalische Modelle Be-

rechnungen zuganglich.

kleinster Wert
der Funktion

Wert der
Funktion

Koordinatenebene

—d=L

=1 006+00, f=1008+01, NE

—_

W= 1537+01

Bild 4: Der Computer visualisiert das mathematische Modell einer ein-

gespannten elastischen Flache.

solche Flachen (Platten, Latten
oder Bretter) zu verformen,
muss man Energie aufwenden.
Bei elastischem Material kann
man diese Energie bei Ent-
spannung, also Riickkehr in
den Ausgangszustand, zurtick-
gewinnen. Spielzeuge wie Ka-
tapulte oder Trampoline,
Sprungbretter, Schwingsessel,
Fahrzeugfederungen und vieles
mehr funktionieren nach die-
sem Prinzip.

Jedem ist das Beispiel einge-
spannter elastischer Holzer vom
Lattenrost des eigenen Bettes
vertraut. Hier wird auch deut-
lich, dass die Latten unbelastet
durch die Einspannung vorge-
bogen sind. Bei Belastung und
damit Aufwendung von Energie
nehmen die Latten eine andere
Form an, bei Entlastung kehren
sie in ihren urspriinglichen Zu-
stand zurtick.

Mathematiker arbeiten da-
ran, die Existenz von Gleichge-
wichtsfiguren solcher elasti-
scher Flachen zu beweisen und
diese dann auch mit Hilfe eines
Computers zu  berechnen.
Letzteres macht unmittelbar
Sinn, denn es spart viel Materi-

Computersimulation F. Schieweck

al und Geld, wenn man Experi-
mente virtuell am Computer
durchfithren kann. Und damit
diese Modelle und Berech-
nungen zuverlédssige Vorhersa-
gen gestatten, klart der theore-
tisch arbeitende Mathematiker
vorab Existenz und Eigen-
schaften von diesen Gleichge-
wichtszustanden.

Hohen und Tiefen
im Energiegebirge

Deren Gestalt liegt wie bei
den eingespannten Latten im
Lattenrost oder eingespannten
Blattfedern meist keineswegs
auf der Hand: man muss entwe-
der ausprobieren, oder man
kann mit Hilfe kluger Modelle
theoretische Vorhersagen wa-
gen. Dabei legt man, wie bei
den Beobachtungen des Was-
sers, die Regel zu Grunde:
Gleichgewichte eingespannter
elastischer Platten stellen sich
so ein, dass die Verformungsen-
ergie unter allen zulassigen Ver-
formungen denkbar klein wird.

Der Mathematiker, wieder
das Bild vom Zermatter Riffel-

Wissenschaftsjahr

Veranstaltungen
in Magdeburg

O 30. Oktober, 17 Uhr, Fes-
tung Mark: ,Mathematik
in Hollywood".

Prof. Peter Deuflhard (FU
Berlin) erklart anhand von
Ausschnitten aus Filmen
wie , Titanic” und , Herr
der Ringe” die enorme
Rolle, die Mathematik
heute bei der Herstellung
von Filmen, spielt.

Filmfestival CineMath
(Moritzhof, 20 Uhr)

O 14. Oktober ,,Good Will
Hunting” (USA, 1997)
Regie: Gus Van Sant mit
Matt Damon, Robin
William, Ben Affleck. Der
Film erzahlt die wahre
Geschichte der auflerge-
wohnlichen mathema-
tischen Begabung einer
Putzkraft (,Oscar” fiir das
beste Drehbuch).

O 28. Oktober ,,CUBE” (Ka-
nada, 1997). Sieben Leute,
erwachen inmitten eines
aus Wiirfeln bestehenden
Gebaudes. Sie mussen
zusammenarbeiten, um
herauszukommen.

www.ovgu.de/jdm2008

see vor Augen, stellt sich die
Situation bei elastischen Fla-
chen so vor: Jeden Verfor-
mungszustand denkt man sich
als Punkt in der Koordinaten-
ebene und berechnet dazu die
Verformungsenergie. Diese
tragt man als Hohe tiber dem
entsprechenden Punkt in der
Ebene auf und so entsteht das
Energiegebirge: ,,Gipfel“ be-
deuten, dass sehr viel Energie

notig ist, um groBe Verfor-
mungen zu erzeugen. Téler
entsprechen Zustinden mit
kleiner Energie, das heif3t ziem-
lich kleinen Verformungen.
Und den Gleichgewichtszu-
stand des elastischen Korpers,
also den Zustand mit kleinst-
moglicher Energie findet man
wie das Wasser die Senke.

Man startet irgendwo, mit
dem willkiirlichen Ausgangszu-
stand eines Korpers, und tiber-
legt sich, wie man Schritt fur
Schritt die Energie desselben
verringert. Solange, bis es nicht
mehr weiter geht und man im
,Energiesee“ angekommen ist.
Hier ist die Energie des Korpers
so klein wie moglich, man hat
einen elastischen Gleichge-
wichtszustand gefunden.

Wasser findet das
»Energietal” allein

Diese Strategie wird in der
Theorie mit groBem Erfolg ver-
wendet. Und Simulationen mit
Hilfe von Computern funktio-
nieren genauso: Bild 4 zeigt das
mit Hilfe eines Computers be-
rechnete Gleichgewicht eines
symmetrischen elastischen
Korpers, der an seinen Ran-
dern fest eingespannt wird.

Die benutzte Methode heifit
Willmore-,, Fluss“. Mit dieser
Bezeichnung kniipft man di-
rekt an das Bild vom Riffelsee
und dem dorthin stromenden
Wasser an. Bilder vom Energie-
gebirge und dem darin verlau-
fenden Willmore-, Fluss“ kon-
nen die Mathematiker jedoch
nur noch in ihren Kopfen ent-
wickeln: Grafiken kann man
nicht mehr erstellen - dazu
ware unendlich-dimensionales
Papier erforderlich.

So einfach funktioniert Ma-
thematik — jedenfalls, was die
Grundideen betrifft. Das kon-
krete Beispiel der Untersu-
chung elastischer Flachen ist
jedoch ein ganz aktueller For-
schungsgegenstand und kann
erst in Spezialfédllen als gelost
betrachtet werden.

Es gibt eben doch einen wich-
tigen Unterschied zwischen dem
FlieBen von Wasser und dem Lo-
sen mathematischer Probleme:
Wasser findet das Tal allein, Ma-
thematiker miissen mitunter
aber sehr lange nachdenken, um
den rechten Weg ins , Energie-
tal“ zu finden, ohne sich dabei
versehentlich im Unendlichen
zu verlaufen. Immerhin zeigt die
Beziehung von Wasser-Fluss
und Willmore-,,Fluss“: Mathe-
matik ist die Kunst, Kompli-
ziertes einfach — so einfach wie
moglich - zu sehen.

Lesen Sie am 18. Oktober in
dieser Reihe den Beitrag ,,Sta-
tistik - Wahrheit und Liige* von
Prof. Dr. Waltraud Kahle.



WAs DIE MATHEMATIK VOM
W ASSER LERNEN KANN

— MATHEMATIK IST DIE KUNST, DAS
KOMPLIZIERTE EINFACH ZU SEHEN -

HANS-CHRISTOPH GRUNAU

Wasser ist belebend und anregend, in jeder Hinsicht. Millionen Men-
schen verbringen ihren Urlaub am Meer oder an Seen; darunter auch
viele Freizeitangler, die oft Stunden scheinbar ohne jede Aktivitdt ver-
verbringen. Immer beliebter wer-
den Flusskreuzfahrten, wahrend de-
rer man iiber meist trédge und ruhig
dahin stromendes Wasser meditie-
ren kann. Besonders attraktiv sind
aber auch Wasserfille wie z.B. der
Rheinfall in Schaffhausen (Abbil-
dung). Die Vielfalt von Beobachtun-
gen im Zusammenhang mit strémen-
dem Wasser hat stets auch die Wis-

HERAUSFORDERUNG: MoO- senschaft stark beeinflusst. Gerade
DELLIERUNG TURBULENTER im Zusammenhang mit turbulenten
STROMUNGEN? Stromungen (Wasserfélle!) sind in

Mathematik und Physik noch heute
viele grundlegende Fragen ohne befriedigende Antwort. Fiir die Losung
einer besonders schwierigen und fundamentalen dieser Aufgaben ist so-
gar ein Preisgeld von einer Million US-Dollar ausgesetzt.

Aber auch Wasser, das in Ruhe ist oder sich bestenfalls in Zeit-
lupentempo bewegt, hat die Mathematik stark inspiriert, und darum
soll es in diesem Beitrag gehen. Bei einer Wanderung in den Zermatter
Bergen ladt der Riffelsee (Abbildung) zu einer Pause ein.

Mathematiker beginnen beim Anblick einer solchen Szenerie sofort
nachzudenken: Warum sammelt sich das Wasser hier? Die Erklarung
ist denkbar einfach: Hier ist eine Senke im Boden! Und wie kommt das

Wasser dorthin? Ein Blick in die Bergwelt hilft weiter: Die Gletscher
1
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zeigen es im Zeitlupentempo (Abbildung). Wasser, auch im gefrorenen
Zustand als Eis, wihlt immer den direkten Weg bergab.

WO BILDEN SICH SEEN, WO NICHT?

WO FLIESST DAS WASSER HIN?

Von diesen Beobachtungen ausgehend soll eine Briicke geschlagen
werden zu einem Teilgebiet der angewandten Mathematik, der soge-
nannten ,, Variationsrechnung®. Eine fiir diese Disziplin typische Fra-
gestellung, an deren Beantwortung auch an der Otto-von-Guericke-
Universitét in Magdeburg gearbeitet wird, soll im Folgenden vorgestellt
werden. Dabei soll erlautert werden, wie sich die Beobachtungen des
bergwandernden Mathematikers in eine Losungsstrategie umsetzen las-
sen.

Um das grundlegende Prinzip zu verstehen und zu formulieren, das
fiir die Existenz des Riffelsees an genau der Stelle verantwortlich ist,
besteht der erste Schritt darin, die Beobachtungen auf den wesentlichen
Kern zu reduzieren und mit moglichst vielen weiteren Erfahrungen in
Verbindung zu setzen. Jedermann ist durch alltégliche Erfahrung ver-
traut, was in einem einfachen Wohnzimmer-Experiment mit Hilfe einer
voriibergehend umgewidmeten Obstschale nachgestellt wird: siche Ab-
bildung.

P e W -

WOHNZIMMEREXPERIMENT

Es steht fest: Wasser sammelt sich stets an der tiefsten Stelle! Und
warum ist das so? Dadurch wird die Energie des Wassers soweit wie
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moglich minimiert. Es kostet Energie, Dinge gegen die Erdanziehungs-
kraft ,,auf die Hohe* zu bringen. Und moglichst viel von dieser Energie
wird wieder frei, wenn das Wasser sich soweit wie moglich nach unten
bewegt. Bevor dieses physikalische Prinzip an einem weniger einfachen
Beispiel weiterverfolgt wird, soll es zunéchst genauer durchdacht wer-
den. Man erkennt, dass das Experiment mit der Schale durch einen Ab-
straktionsschritt mathematisch modelliert werden kann: Die Ahnlickeit
der vom Computer mit Hilfe eines Mathematikprogramms erzeugten
Abbildung mit dem Wohnzimmerexperiment (Abbildung) liegt auf der
Hand.

kleinster Wert
der Funktion
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MATHEMATISCHES MODELL

Das mathematische Modell beschreibt das Experiment sehr gut und
hat den Vorteil, dass es nun Berechnungen — d.h. berechenbare Vor-
hersagen — ermoglicht. Die Position des ,, Wohnzimmersees“ lédsst sich
leicht voraussagen, indem man den kleinsten Wert der Funktion in Ab-
bildung berechnet: Wo ist die Hohe in der Grafik iiber der waagerecht
darunter liegenden ,, Koordinaten“-Ebene so klein wie moglich? Manch
einer wird sich an das Thema ,, Kurvendiskussion“ im Schulunterricht
erinnern.

Nun bedarf es nur noch eines weiteren Abstraktionsschrittes, um
scheinbar ganz andere Fragen behandeln zukénnen. Viele Mathemati-
ker beschéftigen sich gegenwiirtig damit, Modelle fiir elastische Flachen
zu untersuchen. Elastisches Material ist z.B. Metall oder geeignet bear-
beitetes Holz. Um solche Fléchen (Platten, Latten oder Bretter) zu ver-
formen, muss man Energie aufwenden. Bei elastischem Material kann
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man diese Energie bei Entspannung, d.h. Riickkehr in den Ausgangs-
zustand, zuriickgewinnen. Spielzeuge wie Katapulte oder Trampoli-
ne, Sprungbretter, Schwingsessel, Fahrzeugfederungen und vieles mehr
funktionieren nach diesem Prinzip. Jedem ist das Beispiel eingespann-
ter elastischer Holzer vom Lattenrost des eigenen Bettes vertraut. Hier
wird auch deutlich, dass die Latten unbelastet, d.h. im Gleichgewichts-
zustand, durch die Einspannung vorgebogen sind. Bei Belastung und
damit Aufwendung von Energie nehmen die Latten eine andere Form
an, bei Entlastung kehren sie in ihren urspriinglichen Zustand zuriick.

Mathematiker arbeiten daran, die Existenz von Gleichgewichtsfigu-
ren solcher elastischer Fldachen zu beweisen und diese dann auch mit
Hilfe eines Computers zu berechnen. Letzteres macht unmittelbar Sinn,
denn es spart viel Material und Geld, wenn man Experimente virtuell
am Computer durchfithren kann. Und damit diese Modelle und Be-
rechnungen nicht auf Sand gebaut sind, sondern zuverléssige Berech-
nungen und Vorhersagen gestatten, klért der theoretisch arbeitende
Mathematiker vorab Existenz und Eigenschaften von diesen Gleichge-
wichtszusténden. Deren Gestalt liegt wie beispielsweise bei den einge-
spannten Latten im Lattenrost oder eingespannten Blattfedern meist
keineswegs auf der Hand: man muss entweder ausprobieren oder man
kann mit Hilfe kluger Modelle theoretische Vorhersagen wagen. Dabei
legt man, so wie bei den Beobachtungen beim Wasser, die Regel zu
Grunde: Gleichgewichte eingespannter elastischer Platten stellen sich
so ein, dass die Verformungsenergie unter allen zuléssigen Verformun-
gen denkbar klein wird.

Und der Mathematiker, wieder das Bild vom Zermatter Riffelsee
vor Augen, stellt sich die Situation bei elastischen Fliachen so vor: Je-
den Verformungszustand denkt man sich als Punkt in der Koordinate-
nebene und berechnet dazu die Verformungsenergie. Diese tragt man
als Hohe iiber dem entsprechenden Punkt in der Ebene auf und so
entsteht das Energiegebirge: ,, Gipfel“ bedeuten, dass sehr viel Energie
notig ist, um solche Zustdnde zu erzeugen, d.h. grofie Verformungen.
Und Téler entsprechen Zustdnden mit kleiner Energie, d.h. ziemlich
kleinen Verformungen. Und den Gleichgewichtszustand des elastischen
Korpers, d.h. den Zustand mit kleinstmoglicher Energie findet man wie
das Wasser die Senke im Gebirge! Man startet irgendwo, d.h. mit ei-
nem willkiirlichen Ausgangszustand eines Korpers, und iiberlegt sich,
wie man Schritt fiir Schritt die Energie desselben verringert. Solange,
bis es nicht mehr weiter geht und man im ,,Energiesee” angekommen
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ist. Hier ist die Energie des Korpers kleinst mdéglich, man hat einen
elastischen Gleichgewichtszustand gefunden! Diese Strategie wird in
der Theorie mit groem Erfolg verwendet. Und Simulationen mit Hilfe
von Computern funktionieren genauso: Die Abbildung zeigt das mit
Hilfe eines Computers berechnete Gleichgewicht eines symmetrischen
elastischen Koérpers, der an seinen Réndern fest eingespannt wird.

e e i, A e ML 2 ey SRS S

BERECHNETE LOSUNG (FRIEDHELM SCHIEWECK): EINGESPANNTE ELASTISCHE FLACHE

Die benutzte Methode heifit Willmore-,, Fluss®“. Mit dieser Bezeich-
nung kniipft man direkt an das Bild vom Riffelsee und dem dorthin
stromenden Wasser an. Bilder vom Energiegebirge und dem darin ver-
laufenden Willmore-,, Fluss“ kénnen die Mathematiker jedoch nur noch
in ihren Kopfen entwickeln: Grafiken kann man nicht mehr erstellen!
Dazu wére ,,unendlich dimensionales“ Papier erforderlich.

So einfach funktioniert Mathematik? Was die Grundideen betrifft:
Ja! Die exakte Umsetzung bezogen auf konkrete Probleme ist aber mit-
unter sehr sehr schwierig. Die hier beschriebene Grundidee geht schon
auf Gottfried Wilhelm Leibniz, Leonhard Euler und Joseph-Louis La-
grange zuriick und ist damit 250-300 Jahre alt. Das mathematische
Fundament zur Umsetzung dieser Idee konnte aber erst im 20. Jahr-
hundert gelegt werden; und in den letzten 50 Jahren sind viele solcher
Minimierungsaufgaben gelost worden. Das konkrete Beispiel der Unter-
suchung elastischer Flachen ist jedoch ein ganz aktueller Forschungs-
gegenstand und kann erst in Spezialfillen als gelost betrachtet werden.

Es gibt eben doch einen wichtigen Unterschied zwischen dem Flie-
Ben von Wasser und dem Losen mathematischer Probleme: Wasser
findet das Tal von allein, Mathematiker miissen mitunter aber sehr
lange nachdenken, um den rechten Weg ins , Energietal® zu finden.
Und sie diirfen sich dabei nicht versehentlich im Unendlichen verlaufen.
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Aber immerhin zeigt die Beziehung von Wasser-Fluss und Willmore-
,Fluss: Mathematik ist die Kunst, Kompliziertes einfach — so einfach
wie moglich — zu sehen.

Mt diesem Beitrag versuche ich zu erldutern,
dass man in der Mathematik komplizierte
und abstrakte Situationen besser verstehen
kann, indem man Parallelen zu ganz ein-
fachen und anschaulichen Erfahrungen des
tiglichen Lebens herstellt. Auch wenn diese
Veranschaulichungen nur in mancher Hin-
sicht wirklich tragen, sind sie doch in der
mathematischen Arbeit eine unverzichtbare
Quelle fiir Ideen.

Hans-Christoph Grunau

CoPYRIGHT FOTO: KARIN LANGE,
AUDIOVISUELLES MEDIENZENTRUM

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDBEURG, FAKULTAT FUR MATHE-
MATIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG
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Statistik — Wahrheit

Mathematik ist Uberraschung,
Abenteuer und Experiment.
Professoren der Fakultit fiir
Mathematik an der Otto-von-
Guericke-Universitat Magde-
burg nehmen das ,,Jahr der
Mathematik* zum Anlass, um
dies in einer Beitragsreihe zu
veranschaulichen. Im 9. Teil
geht es heute um Statistiken
und deren Risiken und Neben-
wirkungen.

Von Prof. Dr. Waltraud Kahle

Wir werden jeden Tag mit
Statistiken geradezu tiberschiit-
tet. Viele von ihnen widerspre-
chen unserem gesunden Men-
schenverstand - und diesem
sollte man im Zweifelsfall auch
glauben. Das Bonmot ,,Ich glau-
be nur den Statistiken, die ich
selbst gefalscht habe“ wird
Winston Churchill zugeschrie-
ben, obwohl es mit groer Wahr-
scheinlichkeit nicht von ihm
stammt, zumal es im Englischen
vOllig unbekannt ist (vgl. Die
Zeit, Wissen, 18/2002, zu finden
unter www.zeit.de/stimmts).

In der Regel werden Statisti-
ken nicht wissentlich gefalscht,
vielmehr werden sie benutzt,
um den eigenen Standpunkt zu
untermauern. Daten lassen
sich auf sehr verschiedene Art
und Weise darstellen, und es ist
nur zu menschlich, die Welt so
zu sehen, wie wir sie gerne hat-
ten. Das soll an einigen Bei-
spielen erldautert werden.

Gefuhlte und
tatsachliche Teuerung

Haben Sie auch manchmal
das Gefiihl, dass die Einfiih-
rung des Euro zu einem starken
Preisanstieg gefiihrt hat? Und
dass im zurtickliegenden Jahr
die Lebensmittelpreise stark
gestiegen sind? Dann geht es
Thnen nicht alleine so. Auf den
Internetseiten des Statistischen
Bundesamtes kann man die
rechts abgebildete Grafik (1)
finden. Aus der wird ersicht-
lich, dass gefuhlte Inflation
deutlich von der tatsichlichen
Verbraucherpreisentwicklung
abweicht. Woran liegt das?

Dazu muss man wissen, wie
die Verbraucherpreisentwick-
lung berechnet wird. Zunéchst
wird ein sogenannter Waren-
korb zusammengestellt. Der
Warenkorb enthilt diejenigen
Produktvarianten, die fiir die
Konsumwelt relevant sind. Er
wird laufend aktualisiert, damit
immer diejenigen Produkte in
die Preisbeobachtung eingehen,
welche von den Konsumenten
aktuell haufig gekauft werden.

Dann notieren rund 560
Preiserheber in 188 Gemeinden
Monat fiir Monat die Preise der
gleichen Produkte in denselben
Geschiften. Zusatzlich erfolgt
fir viele Giiterarten eine zen-
trale Preiserhebung im Internet.
Insgesamt werden so monatlich
rund 350 000 Einzelpreise er-
fasst. Die ausgewihlten Pro-
dukte werden in knapp 700 Gii-
terarten eingeteilt. Nun erfolgt
eine Gewichtung der Giiterar-
ten nach dem Ausgabenanteil
in der gesamten Bevolkerung.
Da sich die Gebrauchsgewohn-
heiten dndern, wird auch diese
Gewichtung von Zeit zu Zeit
aktualisiert, in Deutschland
alle fiinf Jahre.

Somit kann folgendes pas-
sieren: Wenn ein Produkt teurer
wird, wird es weniger gekauft.
Damit sinkt der Anteil dieses
Produktes im Warenkorb und
die Teuerung ist nicht mehr
spiirbar. Desweiteren enthélt
der Warenkorb sowohl Lebens-
mittel als auch Anteile von
hochwertigen Industriegiitern
wie zum Beispiel Autos. Er gilt
fuir die durchschnittlichen Aus-
gaben aller privaten Haushalte
in Deutschland. Besonders ein-
kommensstarke oder einkom-
mensschwache Haushalte kén-
nen durchaus abweichende
Ausgabenzusammensetzungen
haben. Haushalte mit geringem
Einkommen geben einen gro-
Beren Anteil ihres Geldes fir
Milch oder Obst aus und spii-
ren daher die Teuerung bei Le-
bensmitteln starker als ein-
kommensstarke Haushalte.

Das Wort ,,Prozent“ ist nach
dem Wort ,,Uhr“ dasin Deutsch-
land am haufigsten gebrauchte
Substantiv. Jedoch verschleiern
Prozentangaben in Statistiken
oft geschickt den jeweils mitge-
teilten Sachverhalt. Was sagt es
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Grafik 1: Vergleich zwischen der tatsdchlichen und der gefiihlten Ver-
braucherpreisentwicklung. Vor allem nach der Euro-Einfiihrung 2002

klafften die Werte stark auseinander.

Quelle: Statistisches Bundesamt
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Grafiken 2/3: Vergleich zwischen der DAX-Entwicklung binnen eines
Jahres (Oktober 2007 bis September 2008) und im Zeitraum von drei

Jahren (unten).

uns, wenn der Anteil weiblicher
Abgeordneter um 100 Prozent
gestiegen ist? Vielleicht sind
jetzt statt einer zwei Frauen
vertreten? Andererseits lassen
sich riesige Zahlen klein reden,
wenn man sie in Prozent einer
noch groBeren Zahl angibt: Die
riesige Geldsumme von 2 Milli-

Quelle: N24

arden Euro sind nicht einmal
0,1 Prozent des Bruttoinland-
produktes.

Noch schlimmer wird es al-
lerdings, wenn Prozentangaben
verwendet werden, um eine
zeitliche Entwicklung darzu-
stellen. Sehr oft werden prozen-
tuale Veranderungen im Ver-

Zur Ermittlung der Verbrau-
cherpreise wird ein Warenkorb
zusammengestellt, der zu dem
hier gezeigten Wagen mit Wa-
ren des tdglichen Bedarf auch
langerfristige Ausgaben etwa
fiir Heizung, Freizeit, Bildung,
Gesundheit und Verkehr ent-
hélt. Diese Ausgaben werden
Monat fiir Monat erfasst und
verglichen. Foto: dpa

Wissenschaftsjahr

Joachim Bublath
in Magdeburg

O 21. Oktober, 19 Uhr,
Campus, Horsaal Gebéau-
de 15: Dr. Joachim Bu-
blath, Wissenschaftsjour-
nalist: ,Die Grenzen der
Naturwissenschaften”

Joachim Bublath studierte
Theoretische Physik und war
von 1981 bis 2008 Leiter
der ZDF-Redaktion Natur-
wissenschaft und Technik.
Er war Autor und Moderator
der Sendereihen , Abenteuer
Forschung” und der , Knoff
Hoff Show” sowie der ZDF-
Reihen ,Faszination Erde”
und ,Geheimnisse unseres
Universums”. Joachim Bu-
blath ist Lehrbeauftragter an
der Hochschule fiir Fernsehen
und Film Minchen.

www.ovgu.de/jdm2008

gleich zum vorigen Monat oder
vorigen Jahr angegeben. Dabei
kann es zu sehr kuriosen Effek-
ten kommen. Ein einfaches Bei-
spiel: Wenn ich zehn Euro Bar-
geld in der Tasche habe und
zehn Euro dazubekomme, hat
sich mein Bargeld um 100 Pro-
zent erhoht. Gebe ich diese zehn
Euro wieder zurtick, verringert
sich mein Bargeld nur um 50
Prozent. Das erweckt den Ein-
druck, als hiatte ich immer noch
mehr Geld als zu Beginn.

Gern werden Wachstumsraten
angegeben. Diese Angaben sind
vielfach sehr irrefithrend. Wenn
sich das Wirtschaftswachstum
verlangsamt, so heifit das ledig-
lich, dass die Wirtschaft nicht
mehr ganz so schnell wéchst,
aber sie wachst immer noch.

Auch Medien werden mitun-

ter Opfer ihrer eigenen irrefiih-
renden Formulierungen. So
kann man im Mai 2008 auf der
Internetseite des ,,Tagesspie-
gels“ unter der Uberschrift
, Verbraucherpreise leicht ge-
sunken“ lesen: ,Gute und
schlechte Nachrichten bei den
Verbraucherpreisen: Pauschal-
reisen wurden billiger — teurer
wurden Energie und vor allem
Lebensmittel. Die Tatsache,
dass die Inflation in Deutsch-
land auf die niedrigste Rate seit
acht Monaten gesunken ist,
trostet daher nur wenige.“ Auch
wenn die Inflationsrate niedrig
ist, bedeutet das trotzdem, das
alles teurer wird, nur halt nicht
mehr ganz so schnell.

Verfuhrerische
Kurven

Grafiken sind ein sehr ein-
pragsames Mittel der Informa-
tionsvermittlung. Wir erfassen
aus Grafiken auf einen Blick
das Wesentliche. Allerdings
schauen wir dabei hdufig nicht
genau genug hin.

Als Beispiel seien hier zwei
Grafiken (2/3) zur DAX-Ent-
wicklung von der Internetseite
des Nachrichtensenders N24
am 1. Oktober angefiihrt. In
der ersten sind die DAX-Kurse
des zuriickliegenden Jahres
dargestellt: Wir gewinnen hier
den Eindruck stark sinkender
Kurse. Die folgende Grafik be-
inhaltet den Zeitraum von drei
Jahren. Ohne die Finanzkrise
klein reden zu wollen: Vermit-
telt dieses Bild nicht einen vo6l-
lig anderen Eindruck?

Die beiden Zahlen (-24,69
und -0,43%) gehoren ubrigens
zur Tagesentwicklung des
1. Oktober und haben in dieser
Grafik absolut nichts zu su-
chen, genauso wenig wie der
dicke rote Abwértspfeil.

Nun beriicksichtigen Sie
noch, dass die vertikale Achse
nicht bei 0 beginnt, sondern bei
etwa 4600. Der DAX wird von
der Deutschen Borse seit dem
1. Juli 1988 berechnet und star-
tete bei 1163,52 Punkten. Die
Indexbasis liegt bei 1000,00
Punkten per 31. Dezember 1987.
Zum Zeitpunkt seiner Einfiih-
rung wurde er exemplarisch bis
1959 zurtickberechnet.

Stellen wir uns nun vor, die
vertikale Achse wiirde im Jahr
1988 bei 1000 beginnen, dann
sehen wir einen stetigen Auf-
wartstrend mit einigen tempo-
rdren Einbriichen. Das soll
nicht heillen, dass Aktien eine
gute Geldanlage sind, sie sind
und bleiben riskant. Aber die
taglichen ,Fieberkurven“ des
DAX, in denen der stiindliche
Kurs aufgefiihrt ist, konnen
getrost tiberblattert werden.

Haufig entwickeln sich Er-
eignisse parallel. Dann besteht
eine groBe Versuchung darin,
auf deren ursichlichen Zusam-
menhang, also eine Kausalitat,
zu schlieBen. Das fithrt dann zu
absurden Theorien. Zum Bei-
spiel fiihrt die zunehmende In-
dustrialisierung sowohl zu ei-
ner Abnahme der Geburten als
auch zu einer Abnahme der
nistenden Storchenpaare. So-
mit ldsst sich ohne weiteres
,Statistisch nachweisen*, dass
die Anzahl der Neugeburten
von der Anzahl der Klapper-
storche abhéngt. Oder: In einer
Studie wurde nachgewiesen,
dass Méanner mit weniger Kopf-
haar mehr Geld verdienen. Ob
nicht eher beides vom Alter ab-
héngt?

An all diesen ,statistischen
Ligen® tragt nicht die Mathe-
matik die Schuld. Die mathe-
matische Statistik stellt Ver-
fahren bereit, die eine korrekte
Auswertung von Zahlenmate-
rial ermdéglichen und die au-
Berdem Aussagen zur Sicher-
heit der Ergebnisse liefern. Ich
wiinsche mir sehr oft sowohl
von den Verfassern von Statis-
tiken als auch von den Konsu-
menten etwas mehr von dem
eingangs erwihnten gesunden
Menschenverstand.

Vor allem sollten Sie als Le-
ser der Flut von Statistiken
skeptisch gegeniiber stehen.
Dazu bedarf es meistens nicht
einmal tief greifender mathe-
matischer Kenntnisse.

Lesen Sie am 15. November
in dieser Reihe den Beitrag
,»,Johann Philipp Gruson - ein
fast vergessener Mathematiker
aus Magdeburg* von Prof. (em)
Dr. Karl Manteuffel.
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Wir werden jeden Tag von den Medien mit Statistiken geradezu
iiberschiittet. Viele von ihnen wiedersprechen unserem gesunden Men-
schenverstand - und diesem sollte man im Zweifelsfall auch glauben.
Das Bonmot ,Ich glaube nur den Statistiken, die ich selbst gefilscht
habe“ wird Winston Churchill zugeschrieben, obwohl es mit grofier
Wahrscheinlichkeit nicht von ihm stammt (vergleiche Die Zeit, Wissen,
18/2002, zu finden unter www.zeit.de/stimmts). In der Regel werden
Statistiken nicht wissentlich gefélscht, vielmehr werden sie benutzt, um
den eigenen Standpunkt zu untermauern. Daten lassen sich auf sehr
verschiedene Art und Weise darstellen, und es ist nur zu menschlich,
die Welt so zu sehen, wie wir sie gerne hétten. Das soll an einigen Bei-
spielen erlautert werden.

Gefiihlte oder statistische Teuerung: Haben Sie auch
manchmal das Gefiihl, dal die Einfiirung des Euro zu einem starken
Preisanstieg gefiihrt hat? Und dafl im letzten Jahr die Lebensmittel-
preise stark gestiegen sind? Dann geht es IThnen nicht alleine so. Auf
den Internetseiten des Statistischen Bundesamtes kann man die folgen-

de Grafik finden:
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Woran liegt es, dafl die gefiihlte Inflation so weit von der Verbraucher-
preisentwicklung abweicht? Dazu mufl man zunéchst wissen, wie die
Verbraucherpreisentwicklung berechnet wird. Dazu wird ein so genann-
ter Warenkorb zusammengestellt. Der Warenkorb enthélt diejenigen
Produktvarianten, die fiir die Konsumwelt relevant sind. Er wird lau-
fend aktualisiert, damit immer diejenigen Produkte in die Preisbeob-
achtung eingehen, welche von den Konsumenten aktuell haufig gekauft
werden. Dann notieren rund 560 Preiserheber in 188 Gemeinden Monat
fiir Monat die Preise der gleichen Produkte in denselben Geschéften.
Zusatzlich erfolgt fiir viele Giiterarten eine zentrale Preiserhebung im
Internet. Insgesamt werden so monatlich rund 350 000 Einzelpreise er-
fasst. Ein einmal fiir die Preisbeobachtung ausgewéhlter Artikel wird
dann gegen einen anderen ausgetauscht, wenn er nicht mehr oder nur
noch wenig verkauft wird. Die ausgewéhlten Produkte werden in knapp
700 Giiterarten eingeteilt. Nun erfolgt eine Gewichtung der Giiterarten
nach dem Ausgabenanteil in der gesamten Bevolkerung. Da sich die Ge-
brauchsgewohnheiten &ndern, wird auch diese Gewichtung von Zeit zu
Zeit aktualisiert, bei uns alle 5 Jahre. Somit kann folgendes passieren:
Wenn ein Produkt teurer wird, wird es weniger gekauft. Damit sinkt
der Anteil dieses Produktes im Warenkorb und die Teuerung ist nicht
mehr spiirbar. Desweitern enthélt der Warenkorb sowohl Lebensmit-
tel als auch Anteile von hochwertigen Industriegiitern wie z.B. Autos.
Er gilt fiir die durchschnittlichen Ausgaben aller privaten Haushalte in
Deutschland. Besonders einkommensstarke oder einkommensschwache
Haushalte konnen durchaus abweichende Ausgabenzusammensetzun-
gen haben. Haushalte mit geringem Einkommen geben einen grofieren
Anteil ihres Geldes fiir Milch oder Obst aus und spiiren daher die Teue-
rung bei Lebensmitteln stérker als einkommensstarke Haushalte.

Prozente und Wachstumsraten: Das Wort ,, Prozent“ ist
nach dem Wort ,Uhr* das in Deutschland am h&ufigsten gebrauchte
Substantiv. Jedoch verschleiern Prozentangaben in Statistiken oft ge-
schickt den jeweils mitgeteilten Sachverhalt. Was sagt es uns, wenn
der Anteil weiblicher Abgeordneter um 100 Prozent gestiegenen ist?
Vielleicht sind jetzt statt einer zwei Frauen vertreten? Andererseits
lassen sich riesige Zahlen klein reden, wenn man sie in Prozent einer
noch groferen Zahl angibt: Die riesige Geldsumme von 2 Milliarden
Euro sind nicht einmal 0,1 Prozent des Bruttoinlandproduktes. Noch
schlimmer wird es allerdings, wenn Prozentangaben verwendet werden,
um eine zeitliche Entwicklung darzustellen. Sehr oft werden prozentua-
le Verdnderungen im Vergleich zum vorigem Monat oder vorigem Jahr
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angegeben. Dabei kann es zu sehr kuriosen Effekten kommen. Ein ein-
faches Beispiel: Wenn ich 10 Euro Bargeld in der Tasche habe und 10
Euro dazubekomme, hat sich mein Bargeld um 100 Prozent erhoht. Ge-
be ich diese 10 Furo wieder zuriick, verringert sich mein Bargeld nur
um 50 Prozent. Das erweckt den Eindruck, als hétte ich immer noch
mehr Geld als zu Beginn!

Gern werden Wachstumsraten angegeben. Diese Angaben sind viel-
fach sehr irrefithrend. Wenn sich das Wirtschaftswachstum verlang-
samt, so heifit das lediglich, dafl die Wirtschaft nicht mehr ganz so
schnell wichst, aber sie wichst immer noch. Auch Nachrichtensender
unterliegen mitunter ihren eigenen irrefithrenden Formulierungen: So
kann man im Mai 2008 auf der Internetseite des Tagesspiegels un-
ter der Uberschrift Verbraucherpreise leicht gesunken lesen: ,Gute und
schlechte Nachrichten bei den Verbraucherpreisen: Pauschalreisen wur-
den billiger - teurer wurde Energie und vor allem Lebensmittel. Die
Tatsache, dass die Inflation in Deutschland auf die niedrigste Rate seit
acht Monaten gesunken ist, trostet daher nur wenige.“ Wenn die In-
flationsrate jedoch niedrig ist, bedeutet das trotzdem, das alles teurer
wird, nur halt nicht mehr ganz so schnell!

Grafische Darstellungen: Grafiken sind ein sehr einpriigsa-
mes Mittel der Informationsvermittlung. Wir erfassen aus grafiken auf
einen Blick das Wesentliche. Allerdings schauen wir dabei héufig nicht
genau genug hin. Als Beispiel seien hier zwei Grafiken, die Entwicklung
des DAX betreffend, von der Internetseite des Nachrichtensenders N24
am 1. Oktober angefiihrt. In der ersten sind die DAX-Kurse des letzen
Jahres dargestellt:

Kurs: 5806,33 Pkt -24,69 N

-0,43%

1 Jahr

7800
7400
7000
G600
6.200
5800

1.0kt 26 Now 4 Fehb 14 Apr Z3.dun 1.5ep
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Wir gewinnen hier den Eindruck stark sinkender Kurse. Die folgende
Grafik beinhaltet den Zeitraum von drei Jahren:

Kurs: 5806,33 Pkt 24,60
-0,4%% N
3Jdahre
T.800
7.200
B.600
E.000
5400
Jan 08 Apr O7 Jul 08

Ohne die Finanzkriese kleinreden zu wollen: Vermittelt dieses Bild
nicht einen voéllig anderen Eindruck? Die beiden Zahlen (-24,69 und
-0,43%) gehoren iibrigens zur Tagesentwicklung des 1. Oktober und
haben in dieser Grafik absolut nichts zu suchen, genauso wie der dicke
rote Abwiartspfeil. Nun beriicksichtigen Sie noch, dafl die vertikale Axe
nicht bei 0 beginnt, sondern bei ca. 4600. Der DAX wird von der Deut-
schen Borse seit dem 1. Juli 1988 berechnet und startete bei 1.163,52
Punkten. Die Indexbasis liegt bei 1.000,00 Punkten per 31. Dezember
1987. Zum Zeitpunkt seiner Einfithrung wurde er exemplarisch bis 1959
zuriickberechnet. Stellen wir uns nun vor, die vertikale Axe wiirde im
Jahr 1988 bei 1000 beginnen, dann sehen Sie einen stetigen Aufwért-
strend mit einigen temporéren Einbriichen. Das soll nicht heiflen, dafl
Aktien eine gute Geldanlage sind, sie sind und bleiben riskannt. Aber
die téglichen ,,Fieberkurven“ des DAX, in denen der stiindliche Kurs
aufgefiihrt ist, konnen getrost iiberbléttert werden.

Kausalitidten: Hiufig entwickeln sich Ereignisse parallel. Dann
besteht eine grofle Versuchung darin, auf deren ursédchlichen Zusam-
menhang, also eine Kausalitét, zu schlieBen. Das fithrt dann zu absur-
den Theorien. Zum Beispiel fiihrt die zunehmende Industrialisierung
sowohl zu einer Abnahme der Geburten als auch zu einer Abnahme
der nistenden Storchpaare. Somit lafit sich ohne weiteres ,statistisch
nachweisen, dafl die Anzahl der Neugeburten von der Anzahl der Klap-
perstorche abhédngt! In einer Studie wurde nachgewiesen, dafl Ménner
mit weniger Kopthaar mehr Geld verdienen. Ob nicht eher beides vom
Alter abhéngt?
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An all diesen ,statistischen Liigen“ tragt nicht die Mathematik die
Schuld. Die mathematische Statistik stellt Verfahren bereit, die eine
korrekte Auswertung von Zahlenmaterial ermoglichen und die aufler-
dem Aussagen zur Sicherheit der Ergebnisse liefern. Ich wiinsche mir
sehr oft sowohl von den Verfassern von Statistiken als auch von den
Konsumenten etwas mehr von dem eingangs erwiahnten gesunden Men-
schenverstand. Vor allem sollten Sie als Leser der Flut von Statistiken
skeptisch gegeniiber stehen. Dazu bedarf es meistens nicht einmal tief-
greifender mathematischer Kentnisse.

An der Mathematik hat mich immer ih-
re Unwversalitdt fasziniert: Diffusionsprozes-
se werden nicht nur in der Physik, son-
dern auch zur Beschreibung von Verschleifi-
erscheinungen und zur Modellierung von Ak-
tienkursen benutzt.

Waltraud Kahle

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDEBURG, FAKULTAT FUR MATHE-
MATIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG
E-mail address: waltraud.kahleQovgu.de
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Der mathematische Blick (Teil 10)

Johann Philipp Gruson — Magdeburgs
fast vergessener Mathematiker

Mathematik ist Uberraschung,
Abenteuer und Experiment.
Professoren der Fakultit fiir
Mathematik an der Otto-von-
Guericke-Universitit Mag-
deburg nehmen das ,,Jahr der
Mathematik* zum Anlass, um
dies in einer Beitragsreihe zu
veranschaulichen. Im 10. Teil
geht es heute um Leben und
Wirken des Magdeburger
Mathematikers Johann
Philipp Gruson.

Von Prof. (em.) Dr.
Karl Manteuffel

Am 2. Februar
1768 wurde Jo-
hann Philipp Gru-
son als sechstes
von 14 Kindern
des Brauhaus-
und Gasthausbe-
sitzers Abraham

Gruson  (1737-
1811) in Neustadt
bei Magdeburg
geboren.

Uber seine
Schul- und Aus-
bildungszeit lassen
sich keine genauen
Angaben machen.
Sicher ist: Mit 19
Jahren erhielt er eine
Anstellung als ,Bau-
Conducteur” an der
Kriegs- und Doméinen-
kammer in Magdeburg.
Nach vier Jahren wurde er
zum ,koniglich-preuBlischen
Oberbaudepartements-Asses-
sor“ ernannt und heiratete 1791
Marie Judith Bailleu, die zwi-
schen 1792 und 1811 zehn T6ch-
ter und drei S6hne gebar; nur
sechs Tochter erreichten das
Erwachsenenalter.

Das konigliche Oberbaude-
partement versetzte Gruson
1794 als Professor der Mathe-
matik an das koéniglich-preu-
Bische Cadettenkorps nach Ber-
lin. Diese Versetzung verdankte
er vermutlich verschiedenen
Veroffentlichungen: Tabellen
zum Rechnen im Duodezimal-
maB (1797), Anwendungen der
Analysis auf 6konomische Auf-
gaben in der Landwirtschaft
(1789), Erfindung einer Rechen-
maschine (1790), Verbesserung
der Neperschen Rechenstibe
(1792) und eine bei der Akade-
mie eingereichten Arbeit zu
Problemen der Euklidischen
Geometrie (1792). Weitere Pu-
blikationen folgten, darunter
eine Sammlung geloster alge-
braischer Aufgaben nebst einer
Einleitung in die Algebra (2
Teile, 1793 und 1795), Beitrdge
zur Felderteilung (1795), eine
Sammlung allgemeiner niitz-
licher Rechentafeln fiir jeder-
mann zum Multiplizieren und
Dividieren nebst einer Tafel al-
ler einfachen Faktoren von
1 bis 10500 (1788 und 1798).
Seine Untersuchungenzuagrar-
okonomischen Problemen sol-
len unter anderem auf dem Gut
Pietzpuhl bei Burg auch prak-
tisch angewendet worden sein.

43 Lehrblcher und
zehn Tabellenwerke

Im Jahre 1798 wurde Johann
Philipp Gruson ordentliches
Mitglied des ,,Academy Royale
des Sciences et Belles Lettres &
Berlin“ und war viele Jahre
Sprecher der physikalisch-ma-
thematischen Klasse. 1837
wurde er als ,,Veteran der Aka-
demie“ geehrt. Bis zu seinem
Tode 1857 gehorte er fast 60
Jahre der Akademie an.

Von 1799 bis 1831 lehrte Gru-
son auch an der Bauakademie.
Ab 1811 hielt er Vorlesungen an
der 1810 gegriindeten Berliner
Universitdt. Deren philoso-
phische Fakultét verlieh ihm
1816 ,unter Verzicht auf die
statuarischen Leistungen“ die
philosophische  Doktorwiirde
und berief ihn zum Extra-Ordi-
narius; als solcher hielt er bis
1850, also bis zu seinem 83. Le-
bensjahr Vorlesungen, Ubungen
und sogenannte Privatissima.
Von 1817 bis 1834 hatte Gruson
auch die Stellung eines Profes-
sors der Mathematik am Kénig-
lich-Franzosischen Gymnasium
inne. Im Jahre 1827 war seine
Emeritierung als Professor am
Kadettencorps erfolgt.

Das Spektrum seiner Lehrge-
biete war grof3: Dreiecksgeome-
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Johann Philipp Gruson (1768 bis 1857) als junger Mann in Magdeburg
(rechts) und in einer Lithografie von E. Lieder vermutlich um 1830.

Medhenmajdine

Qabanz Philipy Hodfen

Wagpchuig =9 1.
Brtvall wei Pasprgm bl

Die in Magdeburg nachgebaute
Mechanische Rechenscheibe von
Gruson mit einem , Weiser” fur die
Multiplikation mit der 8; unterhalb
des ,Weisers“ sind die Vielfachen
von 8 (16, 24, 32,...) ablesbar. Eine
Beschreibung zum Gebrauch der
Rechenmaschine  veroffentlichte
Gruson 1791 in Magdeburg.

Fotos/Repros: Prof. K. Manteuffel

O 18. November, 19 Uhr,
Moritzhof:
Visual Math — Video-
wettbewerb zum ,Jahr der
Mathematik“.
Die Studierenden des
Studiengangs Medienbil-
dung, visuelle Kultur und
Kommunikation der Univer-
sitat stellen ihre Beitrdge im
Wettbewerb VisualMath zu
den Themen ,,Mathematik
im Alltag” und ,,Mathema-
tische Probleme visualiert
vor.

O 20. November, 19 Uhr
Neuapostolische Kirche
Moritzplatz:

Veranstaltungen zum Jahr der Mathematik in Magdeburg

Wissenschaftsjahr

Mathematik und Musik,
Prof. Dr. Herbert Henning
und Prof. Dr. Friedrich Juhnke
(Orgel) mit Werken von
Johann Sebastian Bach

O 27. November, 17 Uhr Fe-
stung Mark:
Faszination Mathematik!
Prof. Dr. Albrecht Beutel-
spacher (MATHEMATIKUM

Giessen) unternimmt eine
wissenschaftlich-unterhalt-
same Zeitreise durch mehr als
3000 Jahre Mathematik und
ihre Entdeckungen.

O 11.Dezember, 17 Uhr
Festung Mark:
Wiirfel, Sphéren,
Proportionen — klingende
Mathematik
Gespréchs-Konzert mit Prof.
Violeta Dinescu und dem
Philharmonisches Streich-
quartett Magdeburg,
Undine Dreilig (Mezzo),
Prof. Dr. Herbert Henning.

www.ovgu.de/jdm2008

trie, Arithmetik, Algebra, Zah-
lentheorie,Elementargeometrie,
Geodasie, Stereometrie, Kegel-
schnitte, Analytische Geome-
trie, ebene und sphérische Tri-
gonometrie, geometrische und
okonomische Felderteilung, po-
litische Arithmetik, Elemente
der Differential- und Integral-
rechnung, Analysis endlicher
GroBen, Statik, Hydrostatik,
Aerostatik, Dynamik, Hydro-
dynamik, um nur einige zu nen-
nen. Das Auffallende waren
vielfaltige Beispiele und An-
wendungen, eine wohldurch-
dachte Gliederung und eine
verstandliche Darbietung.
Gruson verfasste 43 Lehrbii-
cher und zehn Tabellenwerke.
Mit seinen Lehrbiichern, von
denen manche in mehreren
Auflagen und zum Teil auch in
franzosischer Sprache erschie-
nen, wandte er sich in erster

Linie an die von ihm auszubil-
denden Angehorigen des Ka-
dettencorps, an Schiiler, an In-
genieur- und Lehrerstudenten.
Inhaltlich umfassten sie zum
grofiten Teil Einfiihrungen in
Teilgebiete der Mathematik.

Konstruktionen
nur mit dem Zirkel

Die Biicher trugen teils sehr
ausfiihrliche Titel, die Wesent-
liches tiber den Inhalt und de-
ren Nutzer ausdriicken sollten.
Bei Titeln wie ,,Systematischer
Leitfaden der reinen Mathe-
matik, enthaltend Arithmetik,
ebene Geometrie, Buchstaben-
rechnung, Algebra, Analytische
Geometrie, gewohnliche und
analytische ebene Trigonome-
trie, Polygonometrie und Ke-
gelschnitte. Zum Gebrauch fiir

Schulen, Berlin 1828“ wusste
jeder Interessent, woran er
war.

Er dibersetzte auch sieben
Biicher aus dem Franzosischen,
die fiir Fortschritte in verschie-
denen Teilgebieten der Mathe-
matik eine bedeutsame Rolle
spielten. Das Werk ,,L.a geome-
tria del compasso® (Geometrie
des Zirkels) von L. Mascheroni
aus dem Jahr 1797 erschien
1798 in Franzosisch. Grusons
Ubersetzung wurde durch eine
Theorie des Proportionalzir-
kels und eine Sammlung von
iitber 400 Ubungsaufgaben er-
génzt und erschien 1825 unter
dem Titel ,,Gebrauch des Zir-
kels“. Inhalt dieses Buches ist
der Nachweis, dass alle mit
Zirkel und Lineal losbaren
Konstruktionsaufgaben auch
allein mit dem Zirkel gelost
werden konnen.

Rechenfertigkeiten waren vor
200 Jahren nicht sehr ausge-
pragt. Mit Tabellenwerken
wollte Gruson Hilfsmittel an-
bieten, die dem Benutzer ein Ge-
fithl der Sicherheit geben und
Vertrauen in die Mathematik
wecken sollten; zum Beispiel:

,Kleines Hand- und Hilfsbuch
zur Ersparung des Ausrech-

nens bei dem Ein- und Ver-
kauf nitzlicher Bediirf-

nisse nach dem neuen,
dem koniglichen Edikt
vom 13. Dezember
1811 in Umlauf zu
setzende Minzsorte,

den Thaler zu 30
Silbergroschen und
den Groschen zu

10 Pfennigen* aus

dem Jahr 1812.

Zwei  Biicher
von J. P. Gruson
lassen sich nir-
gends einordnen.

Er war sehr be-

mitht, Anwen-

dungen der Ma-
thematik bekannt
zu machen und
wollte zeigen, dass
mathematische
Kenntnisse und ma-
thematisches Wissen

im Alltag hilfreich

und niitzlich sind. Er
legte ein zweibandiges

Werk vor iiber ,Ent-
hilllte Zaubereyen und

Geheimnisse der Arithme-

tik“ (Berlin 1797 und 1800).

Darin finden sich Zerlegung
von Zahlen, Eigenschaften von
Quadratzahlen, Teilbarkeitsre-
geln, Abmess- und Umfillauf-
gaben, Berechnung von Einzel-
preisen, Mischungsaufgaben
(Verdiinnen von Wein mit Was-
ser!), Aufgaben zur Kapitalbil-
dung, zur Entschuldung und
viele andere Beispiele, die bil-
dend und unterhaltend zu-
gleich sind. Gruson verstand
es, anwendbare Mathematik
interessant, unterhaltend und
einpragsam vorzustellen.

Eine Rechenmaschine
ohne Raderwerk

Am 2. Februar 1790, seinem
22. Geburtstag, stellte Gruson
eine Rechenmaschine vor, der
selbst Kritiker Beifall zollten.
Denn: ,Je einfacher eine Ma-
schine ist, je weniger Réder sie
hat, desto besser. In dieser Riick-
sicht macht die Grusonsche Re-
chenmaschine gewiss allen ihren
Schwestern den Rang streitig.
Sie ist eine einfache Scheibe,
und leistet dennoch zum mecha-
nischen Rechnen die Dienste
einer zusammengesetzten Ma-
schine“, hieB es in einer
zeitgenossischen Beschreibung.
Die letzte Bemerkung bedeute-
te, dass die Ausfiihrung aller
vier Grundrechenarten (Addi-
tion, Subtraktion, Multiplika-
tion, Division) moglich ist. Al-
lerdings wurde nicht darauf
hingewiesen, dass die Handha-
bung der Rechenscheibe sehr
umsténdlich ist.

Jedenfalls wurden  diese
Scheiben vom Durchmesser von
0,7 rheinischen Fuf3 (etwa 22 cm)
ab November 1790 fiir den stol-
zen Preis von ,,1 Thaler und 2
Groschen“ und mit der Auf-
schrift ,,Rechenmaschine, erfun-
den von Johann Philipp Gruson,
Magdeburg, 2. Februar 1790 in
Magdeburg verkauft. Ein Origi-
nalexemplar konnte bisher nicht
gefunden werden. Verschiedene
jeweils unvollstandige oder un-
genaue Beschreibungen er-
schwerten den Nachbau, der in
diesem Jahr endlich gelungen zu
sein scheint (Bild oben).

Johann Philipp Gruson starb
wenige Monate vor Vollendung
seines 90. Lebensjahres am
16. November 1857 in Berlin.
Kurz vor seinem Tod sagte er:
,Tous mes jours étaient des
jours de fete“ — (in freier Uber-
setzung:) ,Ich habe gelebt".
Durch seine Tabellenwerke, mit
seiner Rechenscheibe und durch
seine  anwendungsorientierte
Publikations- und Lehrtatig-
keit erwarb er sich den Ruf
eines erfolgreichen Streiters fiir
Anwendungen der Mathematik
,im gemeinen Leben“.

Lesen Sie am 13. Dezember
in dieser Reihe ,Lotto — auf
einmal bist Du reich?“ von
Prof. Dr. Gerd Christoph.



JOHANN PHILIPP GRUSON
MAGDEBURGS VERGESSENER M ATHEMATIKER

KARL MANTEUFFEL

Am 2. Februar 1768 wurde dem Brauhaus- und Gasthausbesitzer

Abraham Gruson (1731 - 1812) in Neustadt bei Magdeburg als 6. Kind
ein Sohn geboren, der auf den Namen Jean Philippe getauft wurde.

GRUSON ALS JUNGER MANN

Von den insgesamt 14 Kindern der Fa-
milie starben 10 im Kindesalter und ein
Sohn im Alter von 25 Jahren; es iiber-
lebten nur die 1770 geborene Tochter
Marie-Catherine und der 1780 geborene
Sohn Jean David. Die Familie gehorte
zur Pfélzer Kolonie und damit zu den
Nachkommen der 491 sich zum Calvi-
nismus bekennenden Familien, die 1689
auf Grund der Konvention zu Gronin-
gen vom 25.05.1689 in Magdeburg, in
Neustadt bei Magdeburg und in Suden-
burg angesiedelt wurden. Die Pfilzer
Kolonie bildete die dritte evangelisch-
reformierte Gemeinde in Magdeburg
und grenzte sich konsequent gegen die

Refugies (die 1686 direkt aus Frankreich eingewanderten Hugenotten)
und gegen die deutsch-reformierte Magdeburger Hofgemeinde ab.

Von Magdeburg nach Berlin

Uber die Schul- und Ausbildungszeit von J. P. Gruson lassen sich
keine genauen Angaben machen. Mit 19 Jahren - also 1787 - erhielt er
eine Anstellung als ,,Bau-Conducteur” an der Kriegs- und Doménen-
kammer in Magdeburg. Nach vier Jahren wurde er zum , koniglich-
preuflischen Oberbaudepartements-Assessor” ernannt und heiratete 1791
Marie Judith Bailleu. Zwischen 1792 und 1811 wurden 13 Kinder ge-
boren, 10 To6chter und 3 S6hne; nur 6 Tochter erreichten das Er-
wachsenenalter. Das konigliche Oberbaudepartement versetzte Gruson

1
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1794 als Professor der Mathematik an das koniglich-preuflische Cadet-
tenkorps nach Berlin. Diese Versetzung verdankte er vermutlich ver-
schiedenen Verdffentlichungen: ,, Tabellen zum Rechnen im Duodezi-
malmafl” (1791), ,,Anwendungen der Analysis auf 6konomischen Auf-
gaben in der Landwirtschaft” (1789),
,Erfindung einer Rechenmaschine”
(1790), ,,Verbesserung der Neperschen
Rechenstabe” (1792), einer bei der
Akademie eingereichten Arbeit zu
Problemen der Euklidischen Geometrie
(1792) u. a. Weitere Publikationen wie
eine ,,Sammlung geltster algebraischer
Aufgaben nebst einer Einleitung in
die Algebra” (2 Teile, 1793 und 1795),
,Supplement zu L. Eulers vollstindi-
ger Anleitung zur Differential- und
Integralrechnung” (1795 und 1798),
,,Beitrage zur Felderteilung” (1795),
,,Pinakothek oder Sammlung allge-
meiner niitzlicher Rechentafeln fiir
jedermann zum Multiplizieren und
Dividieren, erfunden 1788, nebst einer  cpuson ca. v 1830
Tafel aller einfachen Faktoren von 1

bis 10500” (1788 bzw. 1798) u. a. folg-
ten und lieen deutlich sein Bemiihen um die Verbesserung der Rechen-

fertigkeiten und der Anwendungen erkennen. U. a. sollen seine Untersu-
chungen zu agrarokonomischen Problemen auf dem Gut Pietzpuhl auch
praktisch angewendet worden sein. Im Jahre 1798 wurde er ordentliches
Mitglied des ,,Academie Royale des Sciences et Belles Lettres a Berlin”
und war viele Jahre Sprecher der physikalisch-mathematischen Klasse.
1837 wurde er als ,,Veteran der Akademie” geehrt. Bis zu seinem Tode
1857 gehorte er fast 60 Jahre der Akademie an.

Zum Dr. phil. und Extraordinarius

Von 1799 an lehrte Gruson auch an der Bauakademie. Ab 1811
hielt er - als lesendes Akademiemitglied - Vorlesungen an der 1810 ge-
griindeten Berliner Universitédt. Deren philosophische Fakultét verlieh
ihm 1816 ,,unter Verzicht auf die statuarischen Leistungen” die philoso-
phische Doktorwiirde und berief ihn zum Extra-Ordinarius; als solcher
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hielt er bis 1850, d. h. bis zu seinem 83. Lebensjahr Vorlesungen, Ubun-
gen und sog. Privatissima. Von 1817 bis 1834 hatte Gruson auch die
Stellung eines Professors der Mathematik am Koniglich-Franzosischen
Gymnasium inne. Im Jahre 1827 war seine Emeritierung als Professor
am Cadettencorps erfolgt.

Das Spektrum seiner Lehrgebiete war grof8: Dreiecksgeometrie, Arith-
metik, Algebra, Zahlentheorie, Elementargeometrie, Geodésie, Stereo-
metrie, Kegelschnitte, Analytische Geometrie, ebene und sphérische
Trigonometrie, geometrische und 6konomische Felderteilung, politische
Arithmetik, Elemente der Differential- und Integralrechnung, Analysis
endlicher Groflen, Statik, Hydrostatik, Aerostatik, Dynamik, Hydro-
dynamik, um nur einige zu nennen. Das Auffallende waren vielfiltige
Beispiele und Anwendungen, eine wohldurchdachte Gliederung und ei-
ne verstdndliche Darbietung.

Biicher fiir Cadetten, Schiiler und Studenten

Gruson verfasste 43 Lehrbiicher und 10 Tabellenwerke. Mit seinen
Lehrbiichern, von denen manche in mehreren Auflagen und zum Teil
auch in franzosischer Sprache erschienen, wandte er sich in erster Li-
nie an die von ihm auszubildenden Angehorigen des Cadettencorps,
an Schiiler, an Ingenieur- und Lehrerstudenten. Inhaltlich umfassten
sie zum grofiten Teil Einfithrungen in Teilgebiete der Mathematik. Die
Biicher trugen i. a. sehr ausfiihrliche Titel, die Wesentliches {iber den
Inhalt ausdriicken sollten sowie iiber die Nutzer. Zwei Beispiele mogen
das belegen: ,,Leitfaden des ersten arithmetischen Unterrichtes fiir alle
koniglich-preuflischen adligen Cadettencorps”, Berlin 1797; | Systema-
tischer Leitfaden der reinen Mathematik, enthaltend Arithmetik, ebe-
ne Geometrie, Buchstabenrechnung, Algebra, Analytische Geometrie,
gewohnliche und analytische ebene Trigonometrie, Polygonometrie und
Kegelschnitte. Zum Gebrauch fiir Schulen”, Berlin 1828. Jeder Interes-
sent wusste also, woran er war. Aber natiirlich kann man diese ausfiihr-
lichen Titel auch als ,,hochtrabende Uberschriften” diskreditieren, was
Grusons Kritiker und Neider geniisslich taten. Mit anderen Biichern
wie ,,Geodésie oder vollstandige Anleitung zur geometrischen und 6ko-
nomischen Felderteilung”, ,,Anwendung der Analysis auf eine 6kono-
mische Aufgabe; von dem Verhéltnis der Aecker, ihren Wiesen und
Viehzucht gegeneinander” oder iiber ,,Dreyecksmefkunst” zur Anwen-
dung fiir ,,Feldmesskunst, Krieg- und biirgerliche Baukunst” nebst der
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,,nothigen Tabellen” versuchte er, Landvermesser, Offiziere und Bau-
ingenieure zu erreichen.

%lllﬂfbf[}tf; Befdreibung
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TITEL EINES BUCHES ZUR MATHEMATIK TITEL EINES BUCHES ZUR RECHENMASCHINE

Geometrische Konstruktionen nur mit dem Zirkel

Mit sieben anderen Biichern verfolgte Gruson ein ganz anderes Ziel.
Es handelte sich ausschlieBlich um Ubersetzungen aus dem Franzdsi-
schen, in das vorher zwei aus dem Englischen, je eines aus dem Italie-
nischen und aus dem Deutschen (!) tibersetzt worden waren. Es waren
ausschlieflich Werke, die fiir Fortschritte in verschiedenen Teilgebieten
der Mathematik eine bedeutsame Rolle spielten bzw. gespielt hatten.
Das Werk ,,La geometria del compasso” (Geometrie des Zirkels) von L.
Mascheroni (1750 - 1800), 1797, erschien 1798 und 1828 in zwei franzosi-
schen Ausgaben; Grusons Ubersetzung wurde durch eine Theorie des
Proportionalzirkels und eine Sammlung von iiber 400 Ubungsaufgaben
erganzt und erschien 1825 unter dem Titel ,,Gebrauch des Zirkels”.
Inhalt dieses Buches ist der Nachweis, dass alle mit Zirkel und Lineal
l6sbaren Konstruktionsaufgaben nur mit dem Zirkel allein gelost wer-
den konnen. Gruson fertigte nicht nur formale Ubersetzungen an, er
bereitete den Stoff auf, um ihn anwendungsbereit darzubieten und zu-
gleich den Zugang zu den damals aktuellen Untersuchungen und neuen
Ergebnissen vorzubereiten und zu erleichtern.
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Nachschlagen aber nicht rechnen

Wesentlich andere Ziele verfolgte J. P. Gruson mit seinen Tafelwer-
ken. Rechenfertigkeiten waren damals nicht sehr ausgepragt. Es gab oft-
mals Unsicherheit und Unzuverlassigkeit. Er wollte mit seinen Werken
Hilfsmittel anbieten, die ein Gefiihl der Sicherheit und das Vertrauen
in die Mathematik festigen sollten. ,,Grofles Einmaleins”, Berlin 1799;
,,Kleines Hand- und Hilfsbuch zur Ersparung des Ausrechnens bei dem
Ein- und Verkauf niitzlicher Bediirfnisse nach dem neuen, dem konigli-
chen Edikt vom 13. Dezember 1811 in Umlauf zu setzende Miinzsorte,
den Thaler zu 30 Silbergroschen und den Groschen zu 10 Pfennigen”,
Berlin 1812. Neben seinen Vortrégen in der Akademie fanden sich in
deren Abhandlungen 25 Beitrége; sie beschéftigten sich mit geometri-
schen Problemen und solchen der Differential- und Integralrechnung.
Aus dem Rahmen fiel sicher eine Publikation in den Abhandlungen der
Akademie von 1812/13 ., Uber die bei Witwenkassen anfallenden Wahr-
scheinlichkeitsrechnungen”.

Zauberische Arithmetik

Zrwei Biicher von J. P. Gruson lassen sich nirgends einordnen. Er
war sehr bemiiht, Anwendungen der Mathematik bekannt zu machen
und wollte zeigen, dass mathematische Kenntnisse und mathematisches
Wissen im Alltag hilfreich und niitzlich sind. Er legte ein zweibéandi-
ges Werk vor: , Enthiillte Zaubereyen und Geheimnisse der Arithme-
tik nebst einer Einleitung zur Kenntnis der Rechnung mit Decimal-
briichen und Buchstaben”, Band 1 und ,,Enthiillte Zaubereyen und
Geheimnisse der Arithmetik nebst einer Einleitung zur Kenntnis der
Rechnung mit Logarithmen und Buchstaben”, Band 2 (Berlin 1800).
Es finden sich Zerlegung von Zahlen, Eigenschaften von Quadratzahlen,
Teilbarkeitsregeln, Rechnen im Duodecimal- und Binérsystem, Abmef3-
und Umfiillaufgaben, Berechnung von Einzelpreisen, Mischaufgaben
(Verdiinnen von Wein mit Wasser!), Aufgaben zur Kapitalbildung und
Entschuldung, Erbteilungsaufgaben und sehr viele Aufgaben und Bei-
spiele, die bildend und unterhaltend zugleich sind, vielseitig und inter-
essant vom Inhalt her, verstandlich in der Darstellung. Gruson stellte
anwendbare Mathematik einprégsam vor. Aus heutiger Sicht ist wohl
die Bezeichnung ,,vortrefflich gelungenes populdr-wissenschaftliches
Werk” berechtigt.
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Rechenmaschine ohne Riderwerk

Am 2. Februar 1790 erfand Gruson eine Rechenmaschine, d. h. an
diesem Tag, an dem er sein 22. Lebensjahr vollendete, machte er sei-
ne Erfindung bekannt. Selbst Kritiker bescheinigten ihm, dass diese
scheint ,,Beifall gefunden zu haben”. Denn: |, Je einfacher eine Maschi-
ne ist, je weniger Réder sie hat, desto besser. In dieser Riicksicht macht
die Grusonsche Rechenmaschine ge-
wiss allen ihren Schwestern den
Rang streitig. Sie ist eine einfache
Scheibe, und leistet dennoch zum
mechanischen Rechnen die Diens-
te einer zusammengesetzten Ma-
schine.” Die letzte Bemerkung be-
deutete, dass die Ausfithrung al-
ler vier Grundrechenarten (Additi-
on, Subtraktion, Multiplikation, Di-
vision) moglich ist. Allerdings wur-
de nicht darauf hingewiesen, dass
die Handhabung der Rechenscheibe
sehr umsténdlich ist. Jedenfalls wur-
den diese Scheiben vom Durchmes-
ser von 0,7 rheinischen FuB (etwa 22
cm) ab November 1790 fiir den stol-
zen Preis von ,,1 Thaler und 2 Gro-
schen” und mit der Aufschrift ,,Re-
chenmaschine, erfunden von Johann Philipp Gruson, Magdeburg, 2.
Februar 1790” in Magdeburg verkauft. Ein Originalexemplar konnte
bisher nicht gefunden werden. Verschiedene jeweils unvollstéindige oder
ungenaue Beschreibungen erschwerten den Nachbau, der im Jahr der
Mathematik endlich gelungen zu sein scheint.

DIE IN MAGDEBURG NACHGEBAUTE
RECHENSCHEIBE MIT EINEM WEI-
SER FUR DIE MULTIPLIKATION MIT
DER 8; UNTERHALB DES WEISERS
SIND DIE VIELFACHEN VON &

ABLESBAR

Johann Philipp Gruson - ein Anwender der Mathematik

Von 1813 - 1819 arbeitete Gruson erfolgreich an Chiffrier- und De-
chiffrieraufgaben fiir den militédrischen und den zivilen Bereich. Er lehr-
te am Franzosischen Gymnasium. Unter seinen Schiilern waren dort
die Séhne von G. W. F. Hegel (1770 - 1831), der eine Zeit lang De-
kan der Philosophischen Fakultiat war, der Gruson als Extra-Ordinarius
angehorte. 1840/41 hatte Gruson seinen Grofineffen Jaques Hermann
August Gruson (1821 - 1895) als Horer in seinen Vorlesungen ,,Statik”
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und ,,Dynamik”, der als bedeutender Ingenieur und Firmengriinder be-
kannt wurde.

J. P. Gruson sagte von sich kurz vor seinem Tode: ,, Tous mes jours
ctaient des jours de fete” - (in freier Ubersetzung:) ,,Ich habe gelebt.”
Er starb wenige Monate vor Vollendung seines 90. Lebensjahres am 16.
November 1857 in Berlin.

Als Lehrender, als Verfasser von Lehrbiichern und Aufgabensamm-
lungen, als Ubersetzer und Herausgeber fremdsprachiger Fachlitera-
tur erwarb sich Gruson grofie Verdienste. Durch seine Tabellenwer-
ke, mit seiner Rechenscheibe und durch seine anwendungsorientierte
Publikations- und Lehrtétigkeit galt er als erfolgreicher Streiter fiir
Anwendungen der Mathematik ,,im gemeinen Leben”.

druck:

Ansehen gebracht werden.”

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDBEURG, FAKULTAT FUR MATHE-
MATIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG

Meine Meinung zur Bedeutung der Mathe-
matik kommt im folgenden Zitat von Leonar-
do da Vinci (1552 - 1619) pragnant zum Aus-

L, FEs wird keinerlei Glaubwiirdigkeit in den
Wissenschaften geben, wo man keine der
mathematischen Wissenschaften anwenden
kann, und auch nicht in dem, was keine Ver-
bindung zur Mathematik hat. Jedwede Prazis
muss auf einer guten Theorie zu Markt und
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Der mathematische Blick (Teil 11)

Lotto — und wann werde ich reich?

Mathematik ist Uberraschung,
Abenteuer und Experiment.
Professoren der Fakultit fiir
Mathematik an der Otto-von-
Guericke-Universitit Mag-
deburg nehmen das ,,Jahr der
Mathematik* zum Anlass, um
dies in einer Beitragsreihe zu
veranschaulichen. Im 11. und
letzten Teil geht es heute um
die Chancen des Gliicksspiels.

Von Prof. Dr. Gerd Christoph

In elf Tagen ist Weihnachten.
Wer wiirde sich da nicht liber
einige Lotto-Millionen freuen?
Am 13. Oktober 2008 konnte
die Lottogesellschaft Sachsen-
Anhalts immerhin schon den
70. Lotto-Millionar seit 1991 in
unserem Bundesland begliick-
wiinschen. ,,Und wann bin ich
dran?“, fragen sich all die ande-
ren. Wie hoch ist eigentlich die
Chance, mit einem Lotto-Ge-
winn schnell reich zu werden?

In der italienischen Hafen-
stadt Genua wurden ab 1576
halbjédhrlich durch Losent-
scheid zwei neue Senatoren be-
stimmt. Die Namen der 90 bis
120 Kandidaten wurden auf
Zettel geschrieben und ver-
deckt zwei davon gezogen. Na-
tirlich wurden in Wirtshau-
sern sofort hohe Wetten
abgeschlossen, auf wen das Los
wohl fallt. Wenig spater wur-
den die Namen durch die Zah-
len 1 bis 90 ersetzt und 5 Zettel
gezogen, die Lotterie 5 aus 90
war geboren.

Lotterien als Mittel
der Geldbeschaffung

Sanktioniert durch ein Patent
des preuBiischen Konigs Fried-
rich II. erfolgte am 31. August
1763 auch in Berlin die erste 6f-
fentliche Ziehung der Lotterie
5 aus 90. Die acht Ziehungen
von 1763 brachten der Staats-
kasse einen Reingewinn von
18 969 Talern. Schnell war er-
sichtlich, dass mit einer Lotte-
rie groBe Gewinne fiir den Ver-
anstalter erzielt werden,
weswegen in der Regel der Staat
sich das Recht vorbehélt, Lotte-
rien selbst zu veranstalten oder
Konzessionen zu vergeben.

Heute ist das klassische Lotto
6 aus 49 am beliebtesten. Am 9.
Oktober 1955 wurde in Ham-
burg mit der 13 die erste Gliicks-
zahl im Spiel 6 aus 49 gezogen,
drei Monate spater wurde auch
in der DDR das Sportfest-Toto
6 aus 49 eingefiihrt.

Einen Gewinn erzielt, wer
mindestens drei der sechs rich-
tigen Zahlen angekreuzt hat.
Um hohere Gewinne (fir die
Spieler und die Betreiber) zu
ermoglichen, wird seit Dezem-
ber 1991 zuséatzlich eine Super-
zahl ausgespielt. Es gibt acht
Gewinnklassen. Fiir die erste
miissen die 6 Gewinnzahlen
auf dem Lottoschein ange-
kreuzt sein und die Superzahl
mit der letzen Ziffer der Los-
nummer lbereinstimmen. Gibt
es in einer Gewinnklasse kei-
nen Gewinner, wird die Ge-
winnsumme der gleichen Ge-
winnklasse in der folgenden
Ziehung hinzugefiigt, so ent-
steht der Jackpot.

Mittwochs werden gewOhn-
lich rund 25 Millionen Tipps
abgegeben, wesentlich weniger
als sonnabends mit etwa
60 Millionen Tipps. Aber bei
gut gefiilltem Jackpot steigt
die Spielfreude gewaltig (siehe
Grafik). Thren bisherigen H6-
hepunkt erreichte sie mit 202
Millionen Tipps am Sonn-
abend, dem 1. Dezember 2007
— ohne dass der Jackpot ge-
knackt wurde. Mit 45 382 458
Euro gefiillt, wurde dann am
darauffolgenden Mittwoch,
dem 5. Dezember nach 12 Zie-
hungen ohne Jackpot-Gewinn
die bisher héchste Summe in
der ersten Gewinnklasse auf
drei Gewinner aufgeteilt.

Als Gewinne werden 50 Pro-
zent der Spieleinsdtze wieder
ausgezahlt. Aber, wie auf der
Homepage von Lotto Sachsen-
Anhalt unter ,Lotto fordert®
zu lesen ist, wird mit jedem
Tipp das Allgemeinwohl unter-
stiitzt. Seit 1991 wurden mit
rund 132 Millionen Euro Pro-
jekte aus den Bereichen Kul-
tur, Denkmalschutz, Soziales,
Sport und Umwelt gefordert.

In der Regel haben Sie zwei-
mal wochentlich die Chance auf
einen Millionengewinn. Sie
miissen ,nur”“ die 6 Gewinn-
zahlen auf TIhrem Tippschein

Ny - - o

Lottofee Heike Maurer prasentierte am Abend des 5. Dezember 2007 im ZDF die Lottozahlen der Mittwoch-Ziehung im Spiel 6 aus 49. Drei Spieler

hatten genau diese Zahlen und teilten sich damit den mit 45 Millionen Euro gefiillten, bisher gré3ten deutschen Lotto-Jackpot.

Foto: dpa
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Anzahlder Tipps | P(S,=0) P(S, > 0)
in Millionen kein Gewinner : Jackpot geknackt
20 0,866 0,134
40 0,75 0,25
60 0,649 0,351
80 0,562 0,438
100 0,487 0,513
120 0,421 0,579
140 0,365 0,635
160 0,316 0,684
180 0,273 0,727
200 0,237 0,763
300 0,116 0,884
500 0,027 0,973

Die Hohe des Spieleinsatzes und die Hohe des Jackpots bei 39 Zie-
hungen in der Zeit vom 11. August bis zum 22. Dezember 2007.

angekreuzt und dazu die rich-
tige Superzahl haben, dann
diirfen Sie hoffen.

Aus den Zahlen 1, 2, ..., 49
lassen sich fast 14 Millionen,

ben Sie nun ein, mischen alles
gut und versuchen, mit einem
Griff den farbigen Wiirfel zu er-
wischen. (Um sich die 500 Milli-
arden Euro aus dem Bankenret-

ganz genau 13 983 816, verschie- tungspaket der Regierung
dene vorzustellen,
Tippreihen zu miisste der zu
sechs verschie- WIEsansEdrbslnhr zersidgende
denen Zahlen Wiirfel  eine
finden, dazu Kantenlange
gibt es noch 10 von 79,37 Me-
mogliche Su- ter haben,
perzahlen. Ihre wenn jeder
Chance, mit Alle Fo|9en der Serie Kubikzenti-
einemTippden | Der mathematische Blick” | meter-Wiirfel
Jackpot zu im Internet auf einen  Euro
knaqken, steh‘g www.volksstimme.de dar;tellt.)
damit bei Die Wahr-
1:139 838 160, scheinlichkeit

somit ist die Wahrscheinlich-
keit fir einen Supergewinn
0,00000000715.

Leider haben wir kein Organ,
mit dem wir so groBe Zahlen
wie 140 Millionen wirklich
wahrnehmen konnen, auch wer-
den oft geringe Wahrscheinlich-
keiten weit liberschatzt.

Stellen Sie sich einen Wiirfel
mit 5,19 Metern Kantenlédnge
vor, den Sie mit einer grofen
Sage in kleine Wiirfel mit einem
Zentimeter Kantenlidnge zersé-
gen, dann erhalten Sie fast so
viele kleine Wiirfel wie mog-
liche Tipps. Einen Wiirfel far-

fiir mindestens drei Richtige, um
uberhaupt etwas bei 6 aus 49 zu
gewinnen, liegt bei 0,018, also
nur 1,8 Prozent. Spielen Sie in
einer Ziehung fir 90 Euro mit
10 Scheinen a 12 Tipps, so haben
Sie im Mittel zwei Gewinne.
Zwei Dreier bringen im Mittel
20 Euro, aber vielleicht ist ja
auch ein Sechser dabei. Leider
tritt ein Dreier 246 320 Mal hdu-
figer auf als ein Sechser.

Als im vergangenen Jahr um
den 45-Millionen-Euro-Jackpot
gespielt wurde, bin ich gefragt
worden, ob es sich lohne, alle
moglichen Tipps zu spielen. Da

Die Tabelle stellt die Wahrscheinlichkeiten dar, mit der der Jackpot ge-
knackt wird @ P(SN>0) und mit der er nicht geknackt wird @« P(SN=0).

ein Tipp 0,75 Euro kostet, beno-
tigen Sie 105 Millionen Euro,
um alle Tipps zu spielen.
12 Tipps passen auf einen Nor-
mallottoschein. Der Stapel Nor-
malscheine wére 1,4 km hoch.
Bei angenommenen 8 Sekunden
pro Tipp benétigten Sie rund
35 Jahre zum Ankreuzen aller
Tipps. Da aber nur 50 Prozent
der Spieleinsatze wieder ausge-
spielt werden, ist diese Variante
ein groBes Verlustgeschaft, zu-
mal ja noch weitere Gewinner
den Jackpot knacken kénnten.

Die Wahrscheinlichkeit,
den Jackpot zu knacken

Wir Mathematiker versuchen
immer, an die reale Situation
ein moglichst genaues, aber be-
rechenbares einfacheres Modell
anzupassen. Zur Berechnung
der Wahrscheinlichkeit fiir das
Knacken des Jackpots verwen-
den wir das Modell des Ber-
noulli-Versuches, welches die
Anzahl der Erfolge S bei N
unabhingigen Versuchen mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p
zahlt. Aus dem Spieleinsatz
und den Kosten von 0,75 Euro
pro Tipp berechnen wir die An-
zahl N der abgegebenen Tipps
fiir eine Ziehung.

Die groRten und kleinsten Gewinne bei 6 Richtigen
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O Der erste Tipp (mit
Superzahl 3) knackte den
bisher héchsten Jackpot am
5.12.2007.

O Der zweite Tipp brachte
den hochsten Einzelgewinn
von fast 37,7 Millionen Euro
am 7.10.2006.

O 69 Spieler hatten mit dem
dritten Tipp am 25.4.1984
die geringste Quote in der

hielten je nur 8644,41 Euro.

2. Klasse (6 Richtige) und er-

O Die héchste Anzahl der
Gewinner mit 6 Richtigen gab
es am 23.1.1977 mit den zwei
Drillingen des vierten Tipps.
222 Gewinner bekamen aber
noch je 84 803,90 Euro.

O Der fiinfte Tipp mit Super-
zahl 4 brachte am 10.4.1999
drei Jackpot-Gewinnern je
2162 552 Euro, aber 38 008
Spieler hatten 5 Richtige
und bekamen jeder nur
194,24 Euro.

O Die Linie (mit Zusatzzahl 36)
auf dem sechsten Tipp vom
15.2.2003 und die U-Form
auf dem siebten Tipp vom
4.7.1995 bildeten zwar scho-
ne Muster, brachten aber
nur sehr geringe Quoten.

O Achter Tipp: Fiir die Ziehung
am 18.6.1977 Gbernahmen
205 Tipper die Gewinnzahlen
der niederlandischen Lotterie
aus der Vorwoche und erhiel-
ten je nur 15 368,90 Euro.

Ein Tipp knackt den Jackpot
mit der Erfolgswahrscheinlich-
keit p=0,00000000715. S gibt
nun die Anzahl der Jackpot-
Gewinner an, die natiirlich zu-
fallig ist und Werte von 0 bis N
annehmen kann. Einfacher ist
es, die Wahrscheinlichkeit fiir
das Ereignis S ;=0 zu bestim-
men, das heit, dass der Jack-
pot nicht geknackt wird. Da N
sehr groB und p sehr klein ist,
kann nach dem Poissonschen
Grenzwertsatz diese Wahr-
scheinlichkeit durch e™ mit
groBer Anndherung berechnet
werden, wobei e die Eulersche
Zahl e=2,718... ist. Die Tabelle
zeigt die Wahrscheinlichkeiten
fir das Knacken des Jackpots
P(S,>0) sowie das Nichtkna-
cken P(S;=0) in Abhéngigkeit
von der Anzahl der Tipps.

Natiirlich lassen sich auch
die Wahrscheinlichkeiten da-
flir bestimmen, ob mehrere
Gewinner sich den Jackpot tei-
len miissen. Beim bisher grof3-
ten Jackpot von mehr als 45
Millionen Euro am 5. Dezem-
ber 2007 waren es drei Gewin-
ner. Der Spieleinsatz betrug
138529 178,25 Euro. Hieraus
folgt, dass die Anzahl der Tipps
N=184 705571 war. Nach dem
schon erwahnten Poissonschen
Grenzwertsatz erhalten wir die
Wahrscheinlichkeiten
P(S,=0)=0,267, P(S,=1)=0,353,
P(S,=2)=0,233, P(S.=3)=0,102
und P(S >3)=0,045. Am wahr-
scheinlichsten ware ein einziger
Gewinner gewesen, aber der
Zufall hat es anders gewollt.

Die Gewinnwahrscheinlich-
keit fiir einen Tipp kann nicht
verbessert werden. Wenn Sie
aber einmal unter den Gliick-
lichen sind, dann mochten Sie
sicherlich die Quote nicht mit
zu vielen anderen Gewinnern
teilen. Ausgefallene Tippreihen
bringen héhere Gewinne, aber
vielleicht denken ja viele so.
Auf dem Lottoschein sind eini-
ge ,berithmte“ Tipps aufge-
zeichnet (siehe Kasten).

Immerhin: Die Chance auf
den Jackpot ist viermal groBer,
als bei Glinter Jauchs ,,Wer wird
Milliondr“ durch reines Raten
eine Million zu gewinnen. Da
liegt die Wahrscheinlichkeit un-
ter Berticksichtigung des 50:50-
Jokers nur bei 1:536 870 912.

Ich wiinsche Ihnen viel Gliick
beim nichsten Lotto-Spiel. Als
Mathematiker rate ich Ihnen,
lieber den Weihnachtsmarkt zu
besuchen und einen Glithwein
zu trinken.
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GERD CHRISTOPH

In 11 Tagen ist Weihnachten, wer wiirde sich da nicht iiber einige
Lotto-Millionen freuen? Am 13. Oktober 2008 konnte Lotto Sachsen-
Anhalt den 70. Lotto-Millionér seit 1991 in unserem Bundesland be-
gliickwiinschen. Wie hoch sind eigentlich Thre Chancen, bald reich zu
sein?

Lotterien als Mittel zur Geldbeschaffung

In der italienischen Hafenstadt Genua wurden ab 1576 halbjéihr-
lich durch Losentscheid zwei neu zu ernennende Senatoren bestimmt.
Auf Zettel wurden die Namen der 90 bis 120 bekannten Kandidaten
geschrieben und verdeckt zwei davon gezogen. Natiirlich wurden in
Wirtshédusern sofort hohe Wetten abgeschlossen, auf wen das Los wohl
fallt. Wenig spéter wurden die Namen durch die Zahlen 1 bis 90 ersetzt
und 5 Zettel gezogen, die Lotterie 5 aus 90 war geboren. Sanktioniert
durch ein Patent des preuflischen Konigs Friedrich IT erfolgte am 31.
August 1763 die erste offentliche Ziehung 5 aus 90 in Berlin. Die acht
Ziehungen von 1763 brachten einen Reingewinn von 18.969 Talern fiir
die Staatskasse. Schnell war ersichtlich, dass mit einer Lotterie grofie
Gewinne fiir den Veranstalter erzielt werden, weswegen in der Regel
der Staat sich das Recht vorbehélt, Lotterien zu veranstalten bzw. er
vergibt Konzessionen.

Heute ist das klassische LOTTO 6 aus 49 am beliebtesten. Am 9.
Oktober 1955 wurde in Hamburg mit der 13 die erste Gliickszahl im
Spiel 6 aus 49 gezogen, drei Monate spiter wurde auch in der DDR
das Sportfest-Toto 6 aus 49 eingefiihrt. Einen Gewinn erzielt, wer min-
destens drei der sechs richtigen Zahlen angekreuzt hat. Um hohere Ge-
winne (fiir die Spieler und die Betreiber) zu ermoglichen, wird seit
Dezember 1991 zusétzlich eine Superzahl ausgespielt. Es gibt acht Ge-
winnklassen, fiir die unterschiedliche Quoten der Gewinnausschiittung
festgeschrieben sind. Fiir die erste Gewinnklasse miissen die 6 Gewinn-

zahlen auf dem Lottoschein angekreuzt sein und die Superzahl mit der
1
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letzen Ziffer der Losnummer iibereinstimmen. Gibt es in einer Gewinn-
klasse keinen Gewinner, wird die Gewinnsumme der gleichen Gewinn-
klasse in der folgenden Ziehung hinzugefiigt, so entsteht der Jackpot. In
dem ersten Diagramm sind jeweils die Hohe des Spieleinsatzes und die
Hohe des Jackpots der ersten Gewinnklasse vom 11.8. bis 22.12.2007
(39 Ziehungen) dargestellt. Mittwochs werden gewohnlich ca. 25 Mil-
lionen Tipps abgegeben, wesentlich weniger als samstags mit ca. 60
Millionen Tipps. Aber bei gut gefiilltem Jackpot steigt die Spielfreu-
de gewaltig, die mit 202 Millionen Tipps am Samstag, den 1.12.2007,
ihren bisherigen Hohepunkt erreichte, ohne dass aber der Jackpot ge-
knackt wurde. Mit 45.382.458 Euro gefiillt, wurde dann am 5.12.2007
nach 12 Ziehungen ohne Jackpot-Gewinn die bisher hochste Summe in
der ersten Gewinnklasse auf drei Gewinner aufgeteilt.

Sommabend- und Mittwochsziehungen
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Als Gewinne werden 50 % der Spieleinsitze wieder ausgezahlt. Aber,
wie auf der Homepage von Lotto Sachsen-Anhalt unter ,,Lotto férdert”
zu lesen ist, wird mit jedem Tipp das Allgemeinwohl unseres Landes
unterstiitzt. Seit 1991 wurden mit rund 132 Millionen Euro Projekte
aus den Bereichen Kultur, Denkmalschutz, Soziales, Sport und Umwelt
gefordert.

Gewinnchancen

In der Regel haben Sie zweimal wochentlich die Chance auf einen
Millionengewinn. Wirklich? Ja, natiirlich, und auf ganz ehrliche Art. Sie
brauchen ,,nur“ die 6 Gewinnzahlen auf Ihrem Tippschein anzukreuzen
und die richtige Superzahl haben, dann diirfen Sie hoffen. Aus den Zah-
len1,2,...,49 lassen sich fast 14 Millionen, ganz genau 13.983.816, ver-
schiedene Tippreihen zu sechs verschiedenen Zahlen finden, dazu gibt es
noch 10 mogliche Superzahlen. Thre Chance, mit einem Tipp den Jack-
pot zu knacken, ist 1 : 139.838.160, somit ist die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Supergewinn 0,00000000715. Leider haben wir kein Organ,
mit dem wir so grofle Zahlen wie 140 Millionen wirklich wahrnehmen
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konnen, auch werden oft kleine Wahrscheinlichkeiten weit iiberschétzt.
Stellen Sie sich einen Wiirfel mit 5,19 Meter Kantenldnge vor, den Sie
mit einer groflen Sdge in kleine Wiirfel mit einem Zentimeter Kan-
tenldinge zersédgen, dann erhalten Sie fast so viele kleine Wiirfel wie
mogliche Tipps. Einen Wiirfel farben Sie nun ein, mischen alles gut und
versuchen, mit einem Griff den farbigen Wiirfel zu erwischen. (Um sich
die 500 Milliarden aus dem Bankenrettungspaket vorzustellen, miisste
der zu zersdgende Wiirfel eine Kantenldnge von 79,37 Meter haben.)
Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens drei Richtige, um iiberhaupt et-
was im Lotto 6 aus 49 zu gewinnen, ist nur 0,018, also nur 1,8 %.

Gibt es einen sicheren Tipp?

Als im vergangenen Jahr um den 43 Millionen Euro Jackpot ge-
spielt wurde, bin ich gefragt worden, ob es sich lohne, alle méglichen
Tipps zu spielen. Da ein Tipp 0,75 Euro kostet, bendtigen Sie 105
Millionen Euro, um alle Tipps zu spielen. 12 Tipps passen auf einen
Normallottoschein. Der Stapel Normalscheine wére 1,4 km hoch. Bei
angenommenen 8 Sekunden pro Tipp bendétigten Sie ca. 35 Jahre zum
Ankreuzen aller Tipps. Da aber nur 50 % der Spieleinsétze wieder aus-
gespielt werden, ist diese Variante ein grofles Verlustgeschift, zudem ja
auch noch mehrere Gewinner den Jackpot knacken konnten.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Jackpot geknackt wird

Wir Mathematiker versuchen immer, an die reale Situation ein mog-
lichst genaues, aber berechenbares einfacheres Modell anzupassen. Zur
Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir das Knacken des Jackpots ver-
wenden wir das Modell des Bernoulli-Versuches, welches die Anzahl der
Erfolge SN bei N unabhéngigen Versuchen mit Erfolgswahrscheinlich-
keit p zadhlt. Aus dem Spieleinsatz und den Kosten von 0,75 Euro pro
Tipp berechnen wir die Anzahl N der abgegebenen Tipps fiir eine Zie-
hung. Ein Tipp knackt den Jackpot mit der Erfolgswahrscheinlichkeit
p = 0,00000000715 und SN gibt nun die Anzahl der Jackpot-Gewinner
an, die natiirlich zuféllig ist und Werte von 0 bis N annehmen kann.
Einfacher ist es, die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {SN = 0} zu
bestimmen, d.h. dass der Jackpot nicht geknackt wird. Da N sehr grof3
und p sehr klein ist, kann nach dem Poissonschen Grenzwertsatz diese
Wahrscheinlichkeit durch e — Np sehr gut approximiert werden, wobei
e die Eulersche Zahl e = 2,718... ist. In der Tabelle sind die Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Nichtknacken des Jackpots P({SN = 0}) und
die komplementére Wahrscheinlichkeit P({SN > 0}) fiir das Knacken
in Abhéngigkeit von der Anzahl der abgegebenen Tipps angegeben.
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Anzahl der Tipps. | PIS, = L) PE =0
I MAlllcmen - kein Gawinmer Jackpot ;]EE]'I:E{:HI.
20 0, B E 1,134
40 0,5 025
a0 LE40 0,851
ao B 0,438
qa0 0487 n.51%
120 s 0575
140 0,365 ! 0,635
160 A6 i 0,554
qan : 0,273 0,727
o 25T 0,765
24 . [+ R -] 0,48
5400 0,027 0873

Natiirlich lassen sich auch die Wahrscheinlichkeiten dafiir bestim-
men, ob mehrere Gewinner sich den Jackpot teilen miissen. Beim bis-
her gréfiten Jackpot von iiber 45 Millionen Euro am Mittwoch, dem
5.12.2007, waren es drei Gewinner. Der Spieleinsatz betrug 138.529.178,25
Euro, hieraus folgt, dass die Anzahl der Tipps N = 184.705.571 war.
Nach dem schon erwédhnten Poissonschen Grenzwertsatz erhalten wir
die Wahrscheinlichkeiten P({SN = 0}) = 0,267, P({SN = 1}) =
0,353, P({SN = 2}) = 0,233, P({SN = 3}) = 0,102 und P({SN >
3}) = 0,045. Am wahrscheinlichsten wire ein Gewinner gewesen, aber
der Zufall hat es anders gewollt.

Ho6chste und kleinste Gewinne mit 6 Richtigen

Die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir einen Tipp kann nicht verbes-
sert werden. Wenn Sie aber einmal unter den Gliicklichen sind, dann
mochten Sie sicherlich die Quote nicht mit zu vielen anderen Gewinnern
teilen. Ausgefallene Tippreihen bringen hohere Gewinne, aber vielleicht
denken ja viele so. Auf dem Lottoschein sind einige ,,beriihmte“ Tipps
aufgezeichnet:

Die grofiten und kleinsten Gewinne bei 6 Richtigen

_ﬂ\;ﬁ ITITIIIFII]HIIIIIIIIIIIIIIII!‘(HIIIFIIIIII

| [TTEDILTED ' x vt e X

o 1 i I pc’f: L f*
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s e - '
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e Der erste Tipp (allerdings mit Superzahl 3) knackte den hochs-
ten Jackpot am 5.12.2007.

e Der zweite Tipp brachte den hochsten Einzelgewinn von fast
37,7 Millionen Euro am 7.10.2006.
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e (69 Spieler hatten mit dem dritten Tipp am 25.4.1984 die ge-
ringste Quote in der 2. Klasse (6 Richtige) und erhielten je nur
8.644.41 Euro.

e Die hochste Anzahl der Gewinner mit 6 Richtigen gab es am
23.1.1977 mit zwei Drillingen des vierten Tipps. 222 Gewinner
bekamen aber noch je 84.803,90 Euro.

e Der fiinfte Tipp mit Superzahl 4 brachte am 10.4.1999 drei
Jackpot-Gewinnern je 2.162.552 Euro, aber 38.008 Spieler hat-
ten 5 Richtige und bekamen je nur 194,24 Euro.

e Die Linie (mit Zusatzzahl 36) auf dem 6. Tipp vom 15.2.2003
und die U-Form der 6 Richtigen auf dem 7. Tipp vom 4.7.1995
bildeten zwar schone Muster, brachten aber nur sehr geringe
Quoten.

e Fiir die Ziehung am 18.6.1977 iibernahmen 205 Tipper die Ge-
winnerzahlen (8. Tipp) der niederldndischen Lotterie aus der
Vorwoche und erhielten je nur 15.368,90 Euro.

Die Chance, bei Giinter Jauch in ,Wer wird Millionédr® eine Million
nur durch reines Raten zu gewinnen, ist unter Beriicksichtigung des
50 : 50 Jokers 1 : 536.870.912, also rund viermal kleiner als ein Jackpot-
Gewinn. Ich wiinsche Thnen viel Gliick beim néchsten Lotto-Spiel, als
Mathematiker rate ich Thnen aber, lieber auf dem Weihnachtsmarkt
einen Gliihwein zu trinken.

Quellen: Das grofie Spiel ums Gliick- Ein Streifzug durch die Ge-
schichte des Zahlenlottos. (www.lotto-brandenburg.de, Uber uns, LOTTO-
Historie), www.lottosachsenanhalt.de, Lotto-Wikipedia

Mathematik ist fiir mich faszinierend, weil
das Endergebnis immer schon aussieht.
Gefdllt einem das Resultat nicht, ist es be-
stimmt verbesserbar.

Gerd Christoph

W -

OTTO-VON-GUERICKE UNIVERSITAT MAGDBEURG, FAKULTAT FUR MATHE-
MATIK, UNIVERSITATSPLATZ 2, 39106 MAGDEBURG
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